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: Introducción al álgebra 


Cte a 
+ complejos. 


1. Conjuntos numéricos 


Un número es una idea que expresa una can- 
tidad, ya sea por medio de una palabra o un 
símbolo. El símbolo que representa un núme- 
ro recibe el nombre de numeral. Pensamos en 
números cuando contamos personas, compa- 
ramos edades, vemos la hora en un reloj, me- 
dimos la temperatura, pesamos objetos en una 
balanza, etcétera. 

A lo largo de la historia, cada civilización adop- 
tó un sistema de numeración propio. El siste- 
ma universalmente aceptado en la actualidad 
(excepto algunas culturas) es el sistema de 


- numeración decimal. Los números se agrupan 


en conjuntos en la que cada una contiene a la 
anterior, y es más completa y con mayores posi- 
bilidades en sus operaciones. 

Los conjuntos numéricos se clasifican de la si- 
guiente manera: 

+ — Conjunto de los números naturales (N) 

+ Conjunto de los números enteros (Z) 

» Conjunto de los números racionales (Q) 

+ Conjunto de los números irracionales (1) 
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1.1. NÚMEROS NATURALES 
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+ Conjunto de los números reales (R) 
» Conjunto de los números complejos (C) 


Los conjuntos indicados anteriormente se pue- 
den esquematizar, indicando la relación que 
guardan, de la siguiente manera: 


oy er gr TT e ora rd PA Pe rr ct 
$ 


h 
$. 4 Y 
af 9: 3 
Enn NS 
x e ¿e 
G y “a 
REN po, $e 
e E ¡de 
o Pt, 
ES r: db $ gecs 
eigh 


-5; -4; -3; -2; —1; 0; 1; 2; 3; 4; Ned 


do is ii PAT yve 
tar: (1; 2; 3; 4; 5; 6; ...) lo llamaremos conjunto 

de números naturales y lo notarémos “con la f 
letra N. > 
Luego N=(1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; ...; n;....) è 


TENGA EN CUENTA meinn 


% 
a El conjunto N tiene un primèr elemento; 1. 
° En N existen dos subconjuntos notables: 
“el conjunto de los números pares: 
484 6;8; ... 2; ...) - 
y el conjuntó de los números impares; 
(1; 3,557, 9 o 2111; ...) 
nes Un número natal, entices 2n 
_ representa ùn riúmero par y (2n- 1) re- 
` presenta un número impar. - 


Pp 


f 

| 

i 

f 

Irea O CEN y 
+ definimos el conjúnto!. - as 

Nip Y 253: 4. FB ye NU. 

: Ley. de elausura. Ën- N se “definen: ki 
 ¿opuincicnce 46 salón s aieka, 
donde si x; y eN; entonces Go) EN. y: 
(-yeN. : 
La sustracción no siempre es posible én 


mente definida ep N 

¿Existe xe N tal que 54x=2? 

¡No!, pues x=-3g N 
Porestá razón aparece un nuevo conjunto de 
números llamado el e de de los números 


enteros. | $ ] 


1.2. NÚMEROS ENTEROS 

Para resolver el problema de la sustracción, 
se crean los números negativos —1; —2; -3; etc, 
como opuestos de los números naturales. Ade- 
más se incorpora el cero: 0 para dar solución a 
la sustracción de un número consigo mismo. El 
conjunto de los números naturales, sus opuestos 
(negativás) y el cero constituyen el conjunto de 
los números enteros, que se denota con la letra Z. 


N; es decir, la sustracción no está total- E 
| 


10 


1.3. NÚMEROS RACIONALES 


Para garantizar la existencia del cociente de 
dos enteros es necesario definir otro conjunto 
. numérico llamado el conjunto de los números 


i 
-Ante ixausenciade unidades para contar, al y e 


Note que N c Z. Además 


El opuesto de 2 es -2. 
El opuesto de -5 es 5, es decir -(-5)=5 
El opuesto de 3 es -3 


a 
. En Z se tieneti los siguientes súbcon- - 
- Juntos notables: 
- Enteros positivos 
Z*={i;2 3; 4; 5i. JN ` 
- Eiteroa ignis 
Z =t-L-2-3-4;..)oN 
FE pe ORG : 
0 Zj510;1:2:3,4; .)=N) 
- Enteros ño positivos 
r Aa E a ea a ...) 


pretar la adición: © sustracción de. 
números énteros. ` -` 
- Números positivos — ganancia 
Números negativos - pérdida 
a + į ` luego delmegocio, 
penia. amai o TOAS 


a S —341=-2 
uE ra 


En Z no siempre el cociente de dos. 
enteros es entero; es decir, la división 
no está totalmente definida en Z. ) 
e LE EE? 


o ARA 


i¡No!, pues x=3 eZ a 


: Por esta razón, es necesario extender el 
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+ Expresión decimal periódico mixto: 
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=- En Z'siempre es posible restar Veas 
mos una manera práctica de inier 


0,15 = 0,1555...: — 2,15[3 = 2,15131313... 
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racionales, al que denotaremos con la letra Q. 
Un número racional es el cociente (división) de 
dos números enteros mM y n, conn0. 


Luego 0-(2/m neZ a nzo}, donde m es 


el numerador y n el denominador. Note que 
ZcQ. 

Por lo tanto, todo número que puede escribirse 
en forma de fracción o quebrado se llama nú- 
mero racional. 


Ejemplos 
. : es racional, pues es el cociente de 7 y 4, 


que son números enteros. 


° 2 es racional, pues es el cociente de -4 y 
5, que son números enteros. 

»  6esracional, pues e =6, con 6 y 1 números 
enteros. 

+ 0,3 es la expresión decimal de un número 
racional, pues 0,3 = a con 3 y 10 números 
enteros. 

* — 0,5=0,55555... es la expresión decimal de 
un número racional, pues 0,5= y) “on 5y9 
números enteros. 

+ 0,15=0,15555... es la expresión decimal de 
un número racional, pues 0,15 => y 15 y 
90 son números enteros. 


Estos tres últimos ejemplos muestran los tres 


tipos diferentes de expresiones decimales que 


puede tener un número racional: 
+ Expresión decimal finito: 0,3; —0,15; 2,001 
» Expresión decimal periódico puro: 

~ 0,5=0,555...; 3,21 = 3,212121... 


Definimos al inverso multiplicativo o recíproco 
de un número a#0 como el número racional 
que multiplicado por a resulta la unidad: 1; es 


isa 
a 
Ejemplos 
i 2 1.5 Z 5 
. | dea=-es—-=- ===] 
El inverso de a s e 7 PUES 3 
Ñ 7 4 
e El inverso de a=--— es —=--— pues 
4 a 7 


- 4 2) 
EE PILA AE 
19 
De esta manera, redefinimos la división de dos 
enteros como la multiplicación de dos raciona- 
les. Además, podemos extender esta idea a la 
división de dos racionales, definiéndola como 


la multiplicación del primero por el inverso del 
segundo. 


Ejemplos 
. 2+5=2 3== es decir, a 2 dividido por 5 
-— Joescribimos como la multiplicación de los 


> > l 
números racionales 2 y 5 


. 3+1=3-2=6; es decir, a 3 dividido por > 
lo escribimos como la multiplicación de 3 


por el inverso de > que es 2. 


Algunos subconjuntos notables de Q son los si- 
guientes: 

"  Q*: racionales positivos 

* Q: racionales negativos 

«  Q}:racionales no negativos 


Como Q ^ 1=0, entonces los conjuntos Q e I son 
conjuntos disjuntos. Luego, hay la necesidad de 
reunir estos conjuntos, generándose un nuevo 
conjunto llamado el conjunto de los números 
reales. 
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*  Qpg: racionales no positivos 


¿Todos los números pueden escribirse en forma 
de fracción o quebrado? 


¡No!, pues no existe xe Q tal que x*=2 


1.4. NÚMEROS IRRACIONALES 


¿Se puede representar a todos los números que 
se conocen mediante una expresión decimal fi- 
nito o periódico? 

Para contestar a esta pregunta, se debe pensar 
en un número muy conocido: el número n. 
¿Cuál es el valor de n? Una calculadora con 
ocho dígitos dará como valor de n al número 
3,141593; una calculadora con diez dígitos dará 
como valor de ral número 3,14159265. En algún 
libro de matemática se puede encontrar así: 


r=3,14 159265358979323846 
A los números reales cuya expresión decimal 
no es finita ni periódica los llamaremos conjun- 


to de los números irracionales, A este conjunto 
lo denotaremos con I o Q'. 


- Luego Q'=1=(x/x es un número decimal infi- 


nito no periódico) 


Todo número que no puede escribirse en forma 
de fracción o quebrado es un número irracional. 


Ejemplos 

+ /2=1,414213562... 

+ 4/3 =1,732050875... 

» „5 =2,236067977... 

* e=2,7182818284590... 
* n=3,1415926535... 


12: 


t IR y He, 
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Ejemplos 

e 2+3i: complejo imaginario 

.  -3-4+51: complejo imaginario 

»  1-3£ complejo imaginario 

+ 2+0i: complejo real 

* 0+4i: complejo imaginario puro 
+ 0O+0i complejo nulo 


1.5. NÚMEROS REALES 


El conjunto formado por la unión de los racio- 


nales y los irracionales se llama conjunto de - 


los números reales, y se designa con la letra R. 
Luego Q uI=R 


Noternos que por esta definición Q<R ITCR. 
Algunos subconjuntos notables del conjunto de 
números reales son | 

+ Reales positivos: R*={x e R/x > 0) 

» Reales negativos: R”"=(x € R/x < 0) 


Luego R=R* u (0) U R 


E TENGA EN CUENTA : 
La suma y el producto de dos números irra- 
cionales ho siempre dan un número irracio- 
nal, pero siempre és real. 


1.6. NÚMEROS COMPLEJOS 


Los números complejos son una extensión de 
los números reales y forman el mínimo campo 
algebraicamente cerrado que los contiene. El 
conjunto de los números complejos se denota 
por C. Siendo R el conjunto de los reales, se cum- 
ple que R CC. Todo número complejo puede 
representarse como la suma de un número real 
y un número imaginario, que es un múltiplo 
real de la unidad imaginaria y se indica con la 
letra í, 


Luego C=[a+bi/aeR A beR; ¡=/A1) 


MA s! t Dirk $: rs y ARRE, ` ds 
$ „Sapniö k: Introducción: al 'álgebra 
a ; j al m ge j fas i MAA tos Ek A ga jie? Ya La 
. 2-1,3_16-4+6_18_9 
E € 8 8 4 
. 2,3_2x3_3 _3 
5 4 5x4 5x2 10 
o TEO E AS 
E E 


En este conjunto se distinguen los complejos de 


| la forma a=a+0i, denominados complejos rea- -2 A -6 (-2)(-6)_2x2 4 


les, y los de la forma b=0+bi (b +0), denomina- 3S 3x5 5 5 
dos imaginarios puros. 
(4+3)'6 ,_7x6 6 11 


Esquema de los conjuntos numéricos ° En +l= 5 +1 =5 
| < (Q+8:6_1 10x6 1.. 1_5 
4x5 2 4x5 2 2 2 
o 242x555 
3 5 3x4 3x2 6 
. 5,2 5x9 _5x3_15 
339 3x2 2 2 
. o. -S =2- E 
l 1 
| LG. e; 
Ejercicios resueltos - db: > x 
Efectúe las siguientes operaciones. 
„| 2,3_2x4+3x3_17 ERE S 
' 3 4 “3x4 R 1-2 
. 7_1,72-1x5_9 =2-2 224123 
S 2 5x2: -40 -1 
NIVEL BÁSICO 5. Sean S y T dos números naturales. 
1. Indique verdadero (V) o falso (F) según co- $=2+4+6+.. (20 sabrenn 
rresponda en las siguientes proposiciones. P=1+3+5 +... (20 términos) 
I. C no es un número entero. Calcule el valor de (S-7). 
I. Onix " l 
Ill. Existe x e N/x+1=0. és e B) 0 E A 
IV. R=QuI ` ) 


6. Calcule el valor de M+N. 


A) VVFF B) VFVF C) FFVV 


D) FFVF E) FFFV 
2. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es in- 
correcta? 
A) Si a y b son naturales, entonces ab es 
natural. 
B) QnI-1(0) 
C) Six €Q, entonces x g I. 
D NcZcQ<R 
E) Q*+R* 
3. SeaneZ* que verifica la igualdad 
1+2+3+.. +n=210. 
Determine el valor numérico de 
E=sn+n+n+...+N. 
q$_AÓXKÓMII. mr 
10 surnandos 
A) 100 B) 210 C) 200 
D) 150 E) 180 
4. ` Indique el valor reducido de la expresión 
ME TEA 
2 6 12 20 
5 l 2 
A) = B) — C) - 
) 4 ) 4 ) 5 
3 4 
Dz Ej. < 
) 5 ) 5 
14 
or e a DEAR 
db e i A is ds Es Ed i EEES AR 


9, Determine el inverso multiplicativo de S$. 


s= [Ex eE] (rán) (5) 
125 12 14x18 6 
l 5 
E-A A 
A) 55 B) 56 ) 56 
3 1 
D) 55 E) 56 


10. Indique la verdad (V) o falsedad (F) de las 


siguientes proposiciones. 
DLA 9 


A) 0 B) 1 C) -iI 
5 ' 
D ” 
) 2 E) 3 
Simplifique la expresión S 
1 
2+ 
sel A 2 2 
T 141 5 
4 2 
3 
A) 2 B) 1 C) 3 
D) = E) 1 
2 


Indique la expresión reducida de 


I1 ] 


a b 
E T~ 
— +- 
a b 


A) 


D) 


E SERS 
E 0 ay 


aprij E 


NES: Spi a AES 


C) 


E) 


E do ds La 
“Capitulo l: Introdijeçión al álgebra 


gi g. pF ie i Eei men de 
59 Pd Eg A E i 


12. Simplifique la siguiente expresión. 


+37 
2.3 
l-5 +> 
3 2 
4. 7 5 
A SA u es 
A) 11 B) 11 ) 6 
4 
z E) 1 
D) 7 ) 


13. Simplifique la siguiente expresión. 


E 


1 


A 


I — z ~ + a 
25) 3 $-3.1.5 
3 4 . 3 + 1 as 5 
IL 4:-==>— 7 
2 492 5 3 
2 4 7 5 
E A) — B) — C) = 
wš gai TI n 0 
E A TTE 4 
E $ D) 7 E) 1 
IV. 2- 4- 3+ 1=-2-3+1 
i 14. Halle el equivalente de la expresión J. 
A) VVVV Hi E | 
B) FVVF 5 
C) FFVV 3-3 
D) VFVF 
E) FFVF 7 B) ? o? 
| A E ) 7 
11. Dado el número DŽ E) ? 
: 5 7 
2 E 
1 I 
Na 3 9 15. Sea x un número tal que 
2 F 4 1 l l l 
— — h o. — — A A 
2 A o ix2 2x3 3x4 4x5 
4 5 ' Calcule el valor de S. 
calcule el valor de S=x+2x+3x+4x+ ... +10x 
A) 28 Br 034 A) 55 B)66 C) 44 
l . 1 3 5 
EA BES D kd 
D 13 ' e 28 dr 3 
2.010 
ON 
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- NIVEL INTERMEDIO ~- 20. Calcule el valor de la siguiente expresión. 
16. Dado el conjunto numérico da |3 +2. (2 E 5} 4i 7 | 
S={0; 1; 2; 3; -4; -5; 6), 3 5] 3 
indique lo correcto, 
27 3 28 
A) Yx yes: (x+y) eS A) 3 B) 7 O F 
B) Existen x e y en $ tal que x+y=0. D) ] 10 
C) Existen x e y en S tal que x-y € S. 4 E) ki 
D VxeS:EdDes 
e 
E) VxeS:x*>0 21. Dados los números 
4 9 
17. Si Q es el conjunto de los racionales e I el Aass 2 5 » B=1+- 4 > 
conjunto de los irracionales, indique la al- E Seer a Ei | 
ternativa incarrerta a E 


— - 


calcule el valor de ( =- Y ] 
A B 


A) 0€Q 
B) Sia yb están en I, entonces ab está en L 
C) vxeQ:x?>0 D 1 3 
A) > B) - C) - 
D) Sia<b, entonces a? < b°. ) 7 ) 7 ) 7 
E) QnI=ó4 D) 1 l E) 0 
18. s nú 
e E O 22. Determine el valor de M 
M=--—5+0,25y N= TEIE TA ; 2 4 ] 
5 t= 2 5 4 3 PE E 
3 MA 
calcule M + N. 5 ds 35 
rs Dre Ged A) 1 B) 3 o? 
20 20 20 3 
Dj de: E) 1 D) 5 pa 
20 i 7 
19. Indique el valor reducido de la expresión 23. Calcule el valor de la siguiente expresión. 
E ALA A [(9-4)+5+(10-2)+4]+9-6-18-2 
9 l 7 60124 
A) - B} - C) - 
i 8 ) 8 ) 9 
D p 2 A) 21 B) 20 C) 18 
9 8 D) 19 E) 15 
l a ar pS dao PT A g SR K 
o : dí $ PAGA de : 
PH o AR ¿ue k Introducción al pb cel 
ds f Ee S ARE . ERS ARES, S o i e ber Â; IE a eey 
24. Luego de simplificar la expresión 28. Reduzca la e 
m 1 
0,25+0,3 ML A 
0,25-0,45' ¡PE 
¿qué se obtiene? e 
2x-1 x-2 a 2x+1 
—— G 
A) ` B) -i c) -3 ie Ai 9p 
2x -iÍ 
l D E) x 
D) -5 E) x ) x+2 ) 
25. Simplifique la siguiente expresión. 29. Sean 
1 
T= 
PE 
E SE 2x 3x 
sir 3 Q= ——+ — + 


BPS a S 


JAI FATE JA — 


| 1 
l 1 3 Ed 
E z a paraxx*0 y xæ-—. Halle PQ. 
Da B) > O 7 | 3 
D) Ž E) 4 A) 6x B) x o. 2 
2 A x-1 
D) 1 E) 6 


26. Halle el valor de S. : 
i ' i j 30. Efectúe las operaciones indicadas 
S = — + — + RE a M=a(x+3)+3(x-a)-x{a+1}) 
3x6 058 Bxl 30x 33 y determine la expresión reducida de M. 


y? B) 29. cy 20 A) ax B) 2x C) -2x 
3. 99 33 DO. E) -ax 
D) u E) a ii en | 
30 90 31. Resuelva la siguiente ecuación. 
2x-3 004 +2 x-0-20 
27. Se define | 3] 2 
S =142+3+..+n y luego indique el valor de (3x-1). 
Halle el valor de Eig | 
S¡+S2+53+...+S10. A) 8 B) 8 c) 2 
9 3 
A) 440 B) 450 © ©) 220 5 
D) 230 - E) 225 Da 
Lumbreras Èditores =“ > Eh oi o a Y EEY: bi z 
32. Dada la ecuación | A) a+b B) 1 + 1 C) ab 
a(x-a)-2bx=b(b-2a-x), á e a mn 
despeje la incógnita x si a #b. ; D) a+b E) a+b 
A) a+b B) a-b C) b 35. De la fórmula para dos resistencias en pa- 
D) a E) 2a ralelo 
E 
33. Caicule el valor aproximado de la siguiente A 
expresión. despeje R; y halle su valor para R=2; R,=6. 
E EA 
> E RR, 
l+- A) Reca 
pz RA 
B) P.. ET 
R-R 
1 1 2 
A) 4 B) 5 Oz 
6 wE Bo 
RR 


34. Despeje la incógnita x de la ecuación 
1 2 E) R= 


Ps) 
D 
w 
MA 


La x=b x 
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+ Exponentes y radicales 


1. Leyes de exponentes Ejemplos 


Son aquellas definiciones y teoremas que estu- e. Sims 
dian a los exponentes a través de las operacio- 
nes de potenciación y radicación. 


rÀ 
> 
> è 


1.1. POTENCIACIÓN EN R 


Es aquella operación matemática donde dados 
dos elementos llamados base (b) y exponente 
(n) se calcula un tercer elemento llamado po- 
tencia (p). p 


Notación 


donde 

- b:base;beR 

- mw exponente;nezZ 
- p:potenciaipeR . 


1.1.1. Exponente natural 


Si n es cualquier entero positivo y x es un núme- 
ro real, definimos así; 


Cannea py vamocanner 


1.1.2. Exponente cero 


Si x es cualquier número real no nulo, definimos 
así: 


Ejemplos 


y =k (6) =1; (V2) =1 La St 


-6%=-(6%=- 1; (0,000000012)*=1 


Note que no hemos definido 0%, Esta expresión 
no tiene un significado útil. 


1.1.3, Exponente negativo 


Si x es el número real no nulo, y n es un entero 
positivo, entonces definimos así: 


A A "XX 
3)*=(-3(-3)X(-3)(-3)=81 
EX=<-IEIEDECICA=-32 
-3/=-(3%=-81 

-2=-(2%)=-32 


SNE) 


Note que no hemos definido 07”. Esta expresión 


no tiene sentido; pues si 0” = = =T esta ex- 


presión no está definida (no se puede dividir por 
cero); entonces 0~™” no existe en R. Luego 07?; 


072; 073... no existen en el conjunto R. 


Teoremas 
Si x; y son números reales y m; n son enteros tal 
que x”; x”; y” existen, entonces 


NIDOS 


E. 3 £ 1 1 
ere (yA —h e —= 125 
2 8 5) (-5)° -125 
Š SE. -2 1 1 
3*2=-; A == = — 
3 9 ai (-4} 16 
Corolario 


Si x; y son reales no nulos y n es un entero posi- 


-rn n 
tivo, entonces E ) i (2) 
y 


ES di, 
' a 
i 
s 
$ 5 


RTF ziy 153 - „} ; ein TE t 
DUNE O i, 


1.2: RADICACIÓN EN R 


Es aquella operación matemática que proviene 
de una potencia con exponente fraccionario. 


Esta operación se identifica por el símbolo ra- 


dica: 


1.2.1. Definición 


Si a y b son números reales no negativos y n un 
entero positivo (n22) o si a y b son negativos y 


ahah e e a aa A AA a a PA Daaa 


Ejemplos 


PEF N 43+-4+2 4! i 4 


293 
1 (824 
g2? (9 


50+2 - 51.52 = 25 (5) 


(4942 (AP =16%; xe Z 


Ejemplos 

3/32 = 2, pues 2%=32 
Y81 =3, pues 3/=81 

Y 3 =-2, pues -2)2=-8 


=- bi raízn-ésima 


>ocánmea py vamocanner 


Di td e. e e er dd 


+ Jl6 = 4, pues 4=16 


donde 


-  / : símbolo radical 
- mwíndceneN An>2 


-- a: radicando (cantidad subradical) 


ANE AR CASI mE 
Por ejemplo, en 3/8 =2, el índice es 3, el radican- ARES: i di Ai Gni pico: Ed a 
2 ho. y ug A S is ri sd 

do es 8 y la raíz (cúbica) es 2. A e di VF DE iem a a h Bora 


Teoremas ) Ejemplos € 


Sim yn son naturales tal que m> 2; n > 2, ade- 
más x; y son reales tales que Yx y gy existen, . 42=Y4=2 


entonces i 


> 905 92 =y9=3 
1 
- 643 =64=4 
l 
. 27 =273 = Y7 =3 
i 1 
« 811=Y81=3 


] 
. 16% 2164 =Y16 =2 


Ejemplos ` | 
.  Y8e-Y32=YV8-32 =Y256 =4 e | 


VB fl as 
inmi 


- Y/729=Y729=3 
NN AT 


inalcocjuds aenieei A o d 
¡eno $ Ya = Ae DES 


` 
Saai r e ry} vs a H i a 
y p 
bir $ ad > | 
.h P y 
H no A A 3 x K 
de 4 E A ` y 2 
a e f z à ¿+ ' 
> E dd e 
al, 4 Eaa e a: “o 
o E E hs ds ; 


F 


1.2.2. Exponentes racionales .. b. Algunas reglas prácticas 


a. Definición ` XX AX 
[(an+b)p+c]q+d 


mapq 


m 4 i ; 
Sea E un número racional irreductible y n 


un natural (n > 2). Luego, si x es un número 
real tal que Yx existe, definimos así: 


((33+403+2]2+1 83 
xl ax 2332 —y3% 


22 
pales metes SARA DEIA pata EAT AO cn 
F Eira RRAS a E i ; 
UN ds Ka AiE Ss det TITO IS E Oi o De PARUT ple ES a iy pa ai E Hii y , Dia ce reo jit 
ADA: teams AÑO 
an—b)p+c e x*=yY «e x=y, salvo w -(; k 
xIx NXE =x 2 
Ejemplo + vabž0:a“=bĎ© => x=y=0 
Ejemplos 
[(3-3-03+2]2-3_ 36 AS i 
2 a 1. Para resolver la ecuación exponencial 
g2+145%, procedemos así: como las ba- 
ses son iguales, aplicamos el primer teore- 
i aeg ma e igualamos los exponentes, así: 
E 1 5 
4 
a 1 e 3x=4 e x=-= 
=2 e x=22 e x=v2 3 
- 5-3 
1.3. ECUACIONES EXPONENCIALES 3 
Son aquellas ecuaciones donde al menos una 
de sus incógnitas aparece en el exponente. 2. Para resolver la ecuación exponencial 
Las siguientes son ecuaciones exponenciales: —: ets, procedemos. así: por el tercer 
E E t3 E teorema, igualamos a cero los exponentes 
4 
o E =4 e 42x+l 45x x+x=0 A x2-1=0 


E E 
-1.3.1. Resolución de una ecuación exponencial o sx n= 


Para resolver ecuaciones exponenciales, apli- 
caremos cualquiera de los siguientes teoremas: 


* Vb>01balbi=bPY e x=y 


PROBLEMAS RESUELTOS 3 A 


Problema N.° 1 
Calcule el valor de S. 


(5) G) <>] 


Resolución 


8 
S=-=+l= 
3t 3 


Problema N°2 - 
Simplifique la expresión M. 


_Go00*E2n*7y 
2-(6)% (15)? - (35) 


Resolución 


Ron 
2-(2-3Y -(3-5)% (5-7) 


96.556.34.74.36 
995.395.392. 52.51.71 


.56 9310. 
E as ab 


e -x=l e x=-1 


. CS={-1} 


Resolución 
Empezamos a calcular los radicales desde la 
parte más interna de la expresión, así: 


m=|6+3/18+ J80-ED 
M=46+ 418+ V81 
M=vV6+3/18+9 
M=J6+V27 = V643 
M=v49=3 


Problema N.” 4 


Halle el equivalente reducido de S, 


548-412 +/27 
475 +448 +643 


Resolución 


Tenemos que 
V75 = 425-3 = V35V3 =5/3 
v48 = 16-3 =y1643 =443 
V27 = V973 = V843 = 3v3 
ME 473 = VAS =243 | 


— 


nea py vtamocanmer 


Problema N.° 3 


Calcule el valor de M. 


M = 


6+ 318+ 80- $- 


Problema N.° 5 
Si a =3, calcule el valor de S. 


3 
S=x +4 


Resolución 
e. 1 e 


Comox” =3, entonces + x=33 
Es decir x = Y3 

Luego x?=3 a =x9=3 

Además xP=(:3)*=3?=9 


S=3434+9=15 


Problema N.* 6 
Si se cumple que 
+3 
5-25 = s 
-a | 
calcule la suma de cifras de 50. 


Resolución 
Escribimos la ecuación así: 


5.5.2571 -Y5% 
> 25.25—1.y5 


95%-M1 a ya 


as iaai arx+3 


Entonces 


5V3 + 443 +643 
> S= EXE = 2 
15⁄3 15 
1 
S=- 
3 
aS Te AA TRA ESk A E 
E Capitulo ll: Exponentes y radicales 
A E E! ' TE žE sien e pe ja 
3 x+3 
> 5óx ( 5 ) bl 56x a 5x3 


, 6&x=x+3 => 5x=3 —> x= 


Luego 


2 
50x? =50(=) i sox” =s0( 2) 
5 25 


> 50x*=29) > 50x? =18 
Por lo tanto, la suma de cifras de 50x? es 1+8=9. 


Problema N.° 7 
Halle el valor de M si 


= a 2 A 605” 


Resolución 
Se tiene la expresión 


en n 2 
M= y? e25” 


Escribirernos M con un solo radical, para ello 
multiplicamos los índices, así: 


+1 
Bo aik e 


UNMSM 2004-1 


e 
a Br ANE 


>ocafmea 


Dy Lam 


>canmer 


- PROBLEMAS PROPUESTOS 


1, 


4y =V9 


(52 y s yaa E 52x E ga 


Elevamos al cubo para eliminar la raíz cúbica 


A 


NIVEL BÁSICO 
Dados los números 


2 3 
P% 9-2) y q? $ gU 
= bans pa 


-2 2 
2 (2) E 
B=|f =| -32-2 
i (3) i ld: 


calcule el valor de YB. 


y 


i 
A) 3 B) 1 C) 2 


D 4 E) 8 


Calcule el valor de x”?, 


40 
E -145. q! 
dd 


1 l 
A) 3 B) ri C) 1 
D) 2 E) 4 
Calcule VE. 

] 

2 . 3 la 

A -2 510 |? 

£-[(2) TROR) salz) | 
A) 64 B) 16 C) 8 
D) 4 E) 2 


Dados los números 


> M=- 


Cancelamos el factor 93,2 


ponente 


en el índice y el ex- 


M= > m-=Y525 
M=5 


Respecto al número 
AS 2 i 
s= 9 -8-23 N, 
- indique lo correcto, 


A) Es un cuadrado perfecto. | 
B) Es un cubo perfecto. 

C) Es un número primo. 

D) Es un número impar. | 
E) Es fraccionario. 


Si 3“ equivale a 7, calcule el equivalente de M. | 
alal 
M= E al +2 


A) 49 B) 27 O) 9 
D) 7 E) 81 | 


Simplifique la expresión | 


n+2 n 
O amis | 


- 57 _25(5a-2)' 
A) 1 B) 5 C) 25 
1 
D) — . E) 5° 
} 9 
Simplifique para x+0 


(2x2) - (513 


5 = — nmMMŘŘŘŮ 

-(-10x} (2) -x Y] 
DN x B) 1 C) i | 
D) ti E) 5 | 

x 


Y LdaiCcule €1 Valor de 3, 


E RE A ye 
A=S +3? 47 44% y B=352 332° yor" 
es ¡Ps 
calcule el producto AB. JE . Js? 
A) 9 B) 6 O 3 A) 1 B) | C) 2 
D) 1 E) 5 D) 4 2 E) 6 


neto al exponentes) y! radicales 


A anD 
10. Seane N a n22 tal que 14, Calcule el valor de M. 
g 4 „g n+2 
CS i 32* 2/5 |? 
aj9-nen? l M= Y2 +43 . A 
i V50 -472 + 4/8 
Calcule el valor de n. 
: 2 
A) 2 B) 3 ©) 4 A) 242 D SE 
D) 5 E) 6 
D) È E) 1 
11. Simplifique la expresión para x > 0. V2 2 
2 372 2 
EA a ii 15. Indique el exponente de 2 luego de reducir 
add. dx — 20 factores la expresión - 
A) Yx BY. or’ a 
D) x -HaT 
A) 3 B) 3 0) 1 
12. Respecto al número x 4 2 
da ¿0 D) 7 E) : 
x= A 
0 
p fz 
16. Calcule el valor de E. 
indique lo correcto. 
s5 
A) x=3 p- 55] 
B) x=3* 
C) x=] 
D) x2=3 A) 1 B) 2 c) 5 
E) x=343 : | D) ; E) 25 


13. Dado el conjunto | 
17. Simplifique para n e Z* 


s- w/ E = car) | 
W x 6 2567+ Kn mY gn- 


indique su cardinal. 647! AEn 


A) 0 B) 1 O 2 
D 3 E) más de 3 
Lumbreras Editores a 
NIVEL INTERMEDIO 


18. Si 3% es equivalente a 2*, con xyx0, calcule 
el valor de S. 
ger+2 3- g2y+2 


gy+ -9X 
A) 1 B) 2 0 3 
D 5 E) 9 
24. 
19. Luego de reducir la expresión 
> n veces 
A ee EN 
COIE 
A A E N, 
a 
[TL los) a 
indique el exponente final de b. 
25, 
A) 2n B) 37 O 5n 
D) 6n E) 7n 
g3n+] ¿gue 
20. Si A, = ————., 
An 3+9" 
calcule el valor de fio, 
à Aog 
A) 3 B) 6 O) 9 26 
D 18 E) 27 
21. Dada la igualdad 
(8a*) ; 
(2a)?  =3, calcule el valor de a? + > 
l 1 3 
az e .: a O - 
A ) 7 ) ñ 
27. 
D) 1 EJ 4 


22. Si se cumple que 


P. aia ( 1 >" 


z , calcule el valor de (1-14x). 


B) 2 


23. Si se cumple que 


—— 


5: 29? calcule el valor de S. 


310x 

e 
A) 5 B) 578 O 53 
D) 5* E) 5 


> l-x Np) 
Sea x un número real tal que x* =Y2*", 


l42x 
Calcule el valordex* . 


A) V2 B ZË o7 
1 
DNS E) 2 
) 7 ) 
Si se cumple que 
A 
y 
calcule el valor de ==> 
y5 
A) 5 B) 25 O 53⁄5 
D) Y5 E) 1 
. Sixes un número tal que A” > calcule 


9X 
xX X x+] 
el valor de M =* Vx” -= 


1 
A) Š B) 1 C) -= 
D) v2 


Si x es un número racional que verifica la 
1 


ecuación x Y* => calcule el mayor valor 


B) 4 C) 16 


B) 10 


C) 25 
E) 5 


v3 pakt AAA 
t rt A a Ne 
AS ; CN LR A AST E 

E EE E 
A A Py A Da Eey 
PERI LE pe s ig E pu Aa F p 
; ' e; Das" 
y a a AN Ie A E 3 a u 5 
¿IA dio pd CA 


28. Dados los números * 


31. 


A=43+43+vV3+... y 


B=x2+v6-v6-V6-=..., 
calcule el valor aproximado de B? +2 i 
A -Á 
A) 5 B) 2 o y2 
T T- 


Calcule el valor aproximado de S. 


S = 42444 8V16... 

A) 8 B) 4 C) 242 
D) 2 E) V2 
Calcule el valor aproximado de A+B. 


A) 234 B) 4 C) 43⁄2 
D) 6 E) 8 
gx 
Si se cumple que x* =4, calcule el valor 
dex" 
A) 4 B) 2 O 5 
1 E 
D) = 4 
) 4 E) 8. 


MCDS 
PSE i a SEE 


D = 


Capítulo i: SENOR y radicales 4 


as dy 


32. Si se cumple que 


Apo 


calcule el valor de Vx. 


l 
B) - C 
23 ) 


3 
g=. i= 


33. Si x es un número racional que verifica la 
ecuación exponencial 


1 1 
4*¥ $3 a 32 R qa 
calcule el valor de J6x. 
3 
A) 6 B) 3 C) 3 
D) ! E 3 
4 
34. Dados los números 


Aa + Y LL y BI...) 


30 radicales 3l factores 


calcule el valor de A*. 


A) v2 B) 2 C) 2 
D) 242 2 E) 4 
35. Luego de reducir la expresión 

ql 4j n 

ana se OS £ 
Calcule el valor de n. 
A) 1 B) 2 94 
D) 6 E 8 


E ji 8 
CSR. 


pi 
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¿- Productos notables 


E an 


Capítulo Mi 


- Conocer los principales. ENR paiia. 
. -Aplicar las identidades en los es notables en la. resolución de problemas, 


1. Multiplicación algebraica 


Dadas las expresiones algebraicas A, y) Y Bex) 
si multiplicamos dichas expresiones algebrai- 
cas, obtendremos otra expresión Czy) tal que 
At) Bix) =C(x), donde Ay y) y Bix) se llaman fac- 
tores y C(,) se llama producto. Si Ay) y Bex) SOn 
polinomios, entonces Cy) se denominará poli- 
nomio producto, cuyo grado se calcula así: 
grado Cy) = grado Ay) + grado Biy) 
Por ejemplo, en la muitiplicación algebraica 
(x+2)(x-2)=x?-4, los factores son (x+2) y 
(x-2) y el producto es x° — 4. 


1.1. AXIOMAS 


Dados los números a y b reales, se cumple que 

Conmutativo: a:b=b:a 

Distributivo; a- (b+09=a- b+a'c 
(b+0)-a=b-a+c:a 


Ejemplos: 
1. Para multiplicar  A(y;yy=2x 2y+3y; 
Bix; y=5x+2x y? 


procedemos así: 
Ab y) Bie j = (ax y +3y)(5x+2x*y”) 
ile =_> 


Awy) Bix: y) =]0x? y+4x%y 3415xy+6xy* 


2. Análogamente para 
Mi=- x+1) y Nay =9+4 


Tenemos 
EN 
MN =04-x+D0 +4) 
Da 


MN = $+ AP d+ +4 


1.2. TEOREMA 

Si el grado de Fiy) es m, con m2 1, entonces el 

grado de Ffy definido por P/, = Root Bo 
o pt 


n veces 
esmxn, conneNyn>l. 


Demostración 


Como Fo = RaPPeR ire N yn > 1, lue- 
n Veces 

go el grado de A?) será la suma de los grados de 

los polinomios iguales a Pix}, es decir 


grado Rj =grado R¿y+grado Py +grado P,y+...+grado Py) 


n veces 


> grado R;)=n grado P(y=mxn 


u 


Əcannea py Lamocanner 


ocalieu vy varnocanner 


Ejemplo 
Dados los polinomios 
Pg=? +2; ES = 1? y Ry=L0 sis 2°, | 


calcule el grado del polinomio 


Sw =P Oo +0 Rio 


Resolución 
Recuerde que el grado de la suma de dos po- 
linomios está dado por el mayor grado de los 
sumandos. 


Hallamos el grado de cada sumando 

e Grado [Peo Qo] = grado Piy + gradoQ;, 
Grado [P Qw] =2:3+4:5 
Grado [Peo Q] = 26 


+ Grado [Qu R] = grado Qg) + grado Ro) 
Grado [Qpy"Riy]= 4:5+7-2 
Grado [Q Rw ]= 34 
grado de Sg) = máx (26; 34} = 34 


ES Le Ti A ME 
Da PAE EEES AE AA 
e Y EA OD A TISO AN pr 

. 5 


f 


$ TENGA EN CUENTA A 


š 

Mv 
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xo 
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EAT Capítulo Ill: Productos notables 
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2. Productos notables 


Son los resultados de ciertas multiplicaciones 
que adoptan cierta forma particular y evitan que 
se efectúe dicha operación; estos productos se 
escriben en forma inmediata. Entre los principa- 
les productos notables tenemos los siguientes. 


2.1. PRODUCTO DE MULTIPLICAR BINOMIOS 
CON UN TÉRMINO COMÚN 


Ejemplos 


. (4+3) @+2=x+(3+2x+3-2=x7+5x+6 
.  (x+8)-(x-7)=x°+(8-7)x+8:(-7)=x°+x-56 
. (x-9) A-D=i+E9+-D +09 ED 

> (x-D(-D)=x?-10x+9 


También 


Ejemplos 

. +s+- 242 == 440440 

"(xy =(50*-2-(5x)-y+y? 
> (8x-9)?=25x?- 10xy+y? 

-  (3m+4n)=(3m)+2-(3m) - (4) +a? 
> (3m+4n)=9m*+24mn+16n* 


e (2x-D?=(20*-2-2x-1+12=4x?-4x+1 


Lumbreras Editores 


+  Seax=0;entonces 


y TENGA EN CUENTA 


Sean ayb dos- números Teales positivos; 
go ; 


da+b+2/ab ENA 

En efecto ; A A 
raii +2 TER 
OA =012: an E 


E a > dla i Va>b E 
na Se 


2.3. DIFERENCIA DE CUADRADOS 


| (DO pe -y 


Ejemplos 


e (x+5)x-5)=x? -5° =x? -25 
-2 =? -4 


e (a+2(a-2)=a° 


(V+ -1)=42? -P 


=2-1=1 


la? -ba +b) =a} -(b)?=at-b" 


A tar 
e (x+y) +(x- Ad) 

> (x+y (xy) =4xy | 
e) yla + y) 


Ejemplos 
e (V+) (2 =V +12) 26 


2 2 
. («+2) -(+-2) tar x>0 
xX xX x 


=  Calculemos el valor de 


2443 2-43 
po Ers 
Efectuamos las operaciones indicadas 
s- Lia ele 43% 224437), 
(2-/3M(2+43)  2../3 


2.4. DESARROLLO DE UN BINOMIO AL CUBO 


Es, a ES 


AN 


Ejemplos 


e (e4D=+312+3x+1 

. (x-D=(20-3(20* 1+3(20)- 12-13 
> (2x-D"=817-12x*+6x-1 

*  (a+2bP=a*+3-a?-(25)+3-a- (2b)*+(2b) 
> (a+2b)=a*+60*b+120b?*+8p? 


A 
POC Pa de, C 


AROS ER PA 

Mo de 

PSE “Capitulo: iii ‘Productos notables 
U A æ yii z s 
T AE E O e 


iar 
a 
e 
AA 
$ 


>cariflea py Lamocanmer 


Forma semidesarrollada (identidades de 
Cauchy) 


Ejemplo 


Sea x * 0; entonces 


3 3 ' 
° (+4) =xt+ (2) sat (+?) 
x x x x 


Ejemplos 
*— (e+DLA—x+l) +1 


© (x-Dix?+2x4+4)=x?-8 | 
*  (a+2bMa? -2ab+4b?)= a? +86? 
(Yo Y2+1)-Y2-B=1 


2.6. DESARROLLO DE UN TRINOMIO AL 


CUADRADO 


Ejemplos 

o (xt =A PH ta 1 1) 
=xf H 42042420 
=x +243? +2x+] 


. (a+b-0?=a?+b?+c?+2(ab-bc-ac) 


4. Igualdades condicionales 


2.7. DESARROLLO DE UN TRINOMIO AL CUBO 


Ejemplo 
Sean los números a; b y c, tal que 
a+b+c=5; ab+bc+ac=8; abc=10. 
Para calcular a°+b?+c’ procedemos así: 
(a+b+0=a*+bi4c+3(a+b+0(ab+bc+a0)-3abc 
> =a+b +0 4+3(5)8) -3(10) 
> 125=a*+b%4+c*%4+120-30 
125=a*4+b*+c*+90 


a?+b?+c3=35 


3. Identidades adicionales 
3.1. IDENTIDAD DE LAGRANGE 


(ax +byY +(ay- bx)? =la? +b?)(x? + y?) 
3.2. IDENTIDADES DE ARGAND 
a (k +x+l -x+h +1? +1) 
b (yal ty) 
3.3. IDENTIDADES DE GAUSS 


a x+y4+2ó-3xyz= 


=(x+y+2 (e +y +2 -xy-y2-2x) 


b. (x+y)(y+z)(z+x)+xyz = 


=(x+y+z)(xy + yz + zx) 


Si a+b+c=0, entonces se verifican 

a. Urbis =-2(ab+bc+ ac) 

b. @ +b? +c? =3abc 

c. (ab+bc+ac)}’ =(abY + (bc)? +(acy? 


ó 
d. - (a? + b? + 02) =2 (at +bt +c) 


ü E E 
. a F E a 


5 


f AA pe +0 Hg +b +0 
> 2 5 7 


Ejemplo 

Dados los números 
x=1+ 4/2 - /3 
y=1- 42 +3 

z=2 $ 
calcularemos ji po de S= Pope 


Notamos que x+y+ ajad 
> ya yz) 


) 


| 


q 2 2 
as. s3 R 
l | 
5. Teoremas 


Sean a; b; c números reales. . | | 
Luego se cumpie 


a a +b?=0 e a=b=0 
b. a +b? += eS a=b=c=0 yl 


a. Ya +4/b+wWVc=0 <> a=b=c=0 


d. a? +b? +c? =ab+bc+ac &.a=b=c | 


Ejemplo ; ' 
En el conjunto R se cumple que | 
x? + y? +4=4x, Calcule el valor de x”. 


Resolución 
(x? -4x44)+y?=0 > (-Dry =0 
x-2=0 x y=0 > x=2 A y=0 


Aya 3 xyz , =P] 
| 
o 
4 o, 
RIE 
y Lamocal a pa > a SS <p> at} n DE + FE ES: TE 


Problema N.° 1 
Si se cumple que 


x =v4+ 415 +/4- 15, 


_ PROBLEMAS ResuELTOS 


Eo ES : Moga ger PA: i iA. E 


Por la identidad de Legendre 
(m+n)? -(m- ny =4mn 


> (3-(m-n*=4D 


calcule el valor de (xê —1) e indique la suma de 
sus cifras. 


Resolución 
Como x= /4+ 415 + /4- /15 
=(Ya+ 415 + 44-115) 


x?=./4+415 22/4/15 ' J4-v15 + 4415 y 
z x? =4+ #5 +2- V4+ 115 J4- 15 +4- 
x?=8+2: (2-5? > 12=8+2/16-15 


x=84+2/1 > x?=8+20) > x?=10 
3 
Luego J = (22) -1=10%-1 
> J=1000-1 > J=999 


Por lo tanto, la suma de cifras es 9+9+9=27. 


Problema N.’ 2 
Sean m y n dos números tales que 


Vm+W4/n =45 y mn=L 


Calcule el menor valor de m- n. 


Resolución 
Como (Jm +4/n y = 
(y5Y =m+2/mn+n 


m+n+24/1=5 de me+n=3 


Jm +2 /mx4n + (ne 


Al cuadrado 


ir n2 2 I 
xł— | =3 => y +2+-7=9 
xX X 


aw T o 


9-(m-n)}?=4 > (m-n)=9-4 
> (m-n*=5 > Vim-nY* =45 
> |m-na=45>m-n=W3 v m-n=-45 


Por lo tanto, el menor valor de (m-n) es -45. 


Problema N.° 3 
Si 3% +3% =27; 3**Y =11; calcule el valor de 
3 
K=[(3% 43)”. 
UNMSM 2003 


Resolución 
Por dato - 


2 A2 
3% 432 =27 > (3) +3) =27 
3% s11 >» 2-35- =2-11 
Sumamos miembro a miembro 


(3* +31) 249 > 3249 =7 


3 
(3439) =73 =343 


Problema N.° 4 


Se sabe que x + - = 3, determine el valor de E. 


1 
E= otra 


x? UNMSM 2002 
Resolución 
De la condición 
pr 
$ 


Lo reemplazamos en la expresión £ 


pa [E+ +17p* _ [64b +170% +170% 
af -52b° \64b°-52b8 


_ faw. 
1258 


y ES 
E 
Al cubo 
re 1 
x+=]=Y » *+—+3| x4+= l|=27 
x x 
pra 
3 
> Pr 18 
X 


a A PT 
A x 


Problema N.° 5 


pil, 8 
a b a+2b 


con a y b números son nulos. 


Calcule el valor de E. 


pa [a +170 
a? -525° 
UNMSM 2002 
Resolución 
De la condición 
2 1 8 a+2b 8 
—= — -— 
a b a+2b ab a+2b 


(a+2b) =8ab > a +4ab+db* = = 8ab 

a 2 _4ab+4b? = =0 

(a-2b)° =0 

a-2b=0 => a=2b 
Elevamos a la sexta 


af =(2b)* =64p% 


OLanmeu yy Lamocanier 


ns E , de si stag Baes , 
Resolución 
De la condición se tiene 


OS RS | 1 

-+ += —_—_— 

a b c a+b+c 

ab+bc+ac _ l 
abc a+b+c 


Ss 21 _ 27 53 


so Es 
EA E 
Problema N.’ 6 
Si x es un número que verifica 
X+ A =-2, 
Xx 


calcule el valor de M. 


E 


Resolución 


A 


De la condición x i =-2, obtenemos 
x+4=-2x 

> x +2x+4=0 
(x-2D(x? +2x+4)=0: (x-2 


> Xx -8=0 >x=8 


2 3 
Luego M=(7) (3) =16+8 


4 

M =24 
Problema N.° 7 
Si se cumple que 
a+b! +c =(a+0+c)", fa; bicheR”, 
simplifique la expresión M. 

a +b? +e’ 2 
M = - b 

a+b+c oepa 


SRA k: up 5 O RSE Kg- 
„Capitulo illz Productos notables. . 
s n A g Ae ME DA. er 5 sf s E 
veia AR ap Bo = RENN PA n Seg ME $ 
Problema N.° 8 


Si x e y son dos números reales que verifican 
2x? + y +2xy+1= 2x, calcule el valor de 


(x? -xy + y?), 


Resolución 
Escribimos la ecuación así: 


=> (ab+bc+aclKa+b+c)= abc (*) (24 y2+20y)+(?-2+1)=0 
2 > E 
Ahora, del producto notable > (+yP+Hx-D"=0 


(a+b+c) =a +b? +e Como x e y son reales, entonces 


+3(a +b +c)(ab +bc+ac)-3abc x+y=0 a x-1=0 


=-—X x=1 

Usando (*) obtenemos Loa A 
x=1 =-] 
(a+b+cY =a? +b? + ha A 


Luego 
Luego 
3 x? -xy +y? =()° -(D(-D +(-0? 
Pi br > M=0 2 2 
a+b+c Xx -xy +y“ =3 


4 


PROBLEMAS 


NIVEL BÁSICO 6. Six=0,75, calcule el valor de 
1. Seana yb dos números tal que Vi+ Vx -y1- Vx. 


(a+bXa-—b)=2ab. 


2 
Calcule el valor de (e ss 1] - a B) 3 €) 


D) 1 E) 


Blum Aju 


A) 1 B) 2 C) 242 


, 
-D) 4 E) > 7. Calcule el valor numérico de 


2. Sixes un número real que verifica 
3 

E =3- calcule el valor de S = z 

A) 8 B) 6 O 4 

D) 2 E) 1 8. 
3. Sise cumple que 

(a+b)'+(a—b*=4ab, 

: a+b? ay 

Icule M = ———— + ; 

calcule 2a 30b 

A) -2 B) -1 y 1 9. 

D 2 E) 3 
4. Considere {a;b;c;x} cR. 

Si a+2b+3c=1,5x, calcule 

e a+4b? +90? 

(x-aY +(x-2bY +(x - 30)? 
A) 15 B) 1,25 O 1 
D) 0,5 E) 0,25 
10. 

5. Seax>l tal que x= v5. 

Calcule el valor de M. 

M=x +x +l? 

A) 7 B) 10 © sS 

D) 3 E) 12 


© -1 
E) -R 


S=x"-6(x- 1)? para x =2 +35. 


A) 3 B) Y9 O 5 
D 7 E) 9 
Si se cumple que +1 =2V2x, | 
calcule el valor de S = x? mi 
x 
A) 442: B) 8 C) 1042 
D) 12 E) 16 


" Sia=xV2 +1, calcule el valor de 


— — m -e 


A) 4V2 +2 
B) 6v2 +2 
C) 842-2 
D) 1242 -2 
E) 14/2 +2 


Considere x*+x+1=0 y calcule el valor de 


Sax, Re Z. 


x3k+2 


A) -1 B) 0 


D) 2 


16, Sean x e y números reales. 


Si 4xP4y*+10=2(2x+3y), 
calcule el valor de az 4 
: 5 | 
A) 2 B) 3 O 4 
7 
D) 5 E) 3 


Considere los números a; b y c tal que 
O PTE O PEN A A, A AS 


17. 


1 Considere a” —a + 1i=U y calcule el valor de A e SS 


; dsi Calcule abc. 
S=—_—. 
2ala! +1 
) A) 12 B} 14 O 16 
D) 18 - E) 24 
A) 0 B) 1 | C) -1 
D) 1/2 E) 2 18. Dados los números 
| i á x=2/2+1 
13. Sixes un número tal que x+—=-2, - y=2V2-1 
y , pS Y 
easier au] (2) l calcule el valor de S. 
4 8 i xyz? 
ya 
A) 0 B) 2 O). 3 
D) 4 E) 5 1 
A) 3 B) 3 O 1 
14. Considere los números a; b y c tal que i l 
: a+b+c=5; ab+bc+ac=10 y abc = 15. D) E E) -3 
Calcule (a+b)b+oK(c+a). | 
A) 45 . H35 O 25 NIVEL INTERMEDIO 
D) 15 E) 5 | 
: 19. Si se sabe que | 
15. Sise cumple que | x+z=3/5 a y+z=5, 
x(x—-DLe? -1)+1= 5, calcule el valor de M. 
_ calcule el valor de Íx? - x-1). M=x(x-2y)-z(2+2y)+1 
A) 5 B3 Q8 © A6 B) 445 O 8 | 
D) 10 E) 12 D) 12 E 16 | 
.20. Si se cumple que 24. Considere a; b e R tales que 
1 A I n 4 l. abla+b)=1 
3x-2y 2x+3y 5x+y i. abla? +b?) = 
calcule el valor de S= 212. Calcule el valor de abla+b). 
x-y 
A) 5 B) 9/2 C) 4 
A) 3 B) 2 © 5 D) 7/2 | E) 3 
3 2 l 
D) = E) = 25. Sear>1 tal que r + -= 3, 
5 3 r 


Calcule el valor de r° — Em 
r 


21. Si {x;y} cR talque x-y=Y3 a x?+y?=243, 


nner * j 
AENA 
MIA KATA AE 


calcule el valor de x?—y?, 


A) V3 
B) 243 
O 6 
D 3 
E) 443 
. Sean a; b; x números reales no nulos tales 
que 
_la+by? ica 
(a- (a-by a? +b? 
Calcule el valor de S = E. : 
y(x+1 
A) 4 B) 242 C) 2 
D) V2 E) 1 


$ Calcule el valor de 


=(1+42 +43 + /6)(1-42 4/3 + 46). 


A) 242 B) 2 C) 4 
D) 442 | E) 6 


ps 
Ey 


ET a y 
ETI aED e SAER 
+ e LR TE, 
x £; A 


EUR E A Idad ni 
a e E 


Calcule el valor de S = KA + ¿Lg E 
ab bc ac 


A) 1 B) = G2 


- D) -1 E) -- 


30. Considere la expresión 


Sy=+2x+1. 
Calcule el valor de M. 


M= Srs) + Stes) — Syza) 


SAS o E PEN 


. Considere ab+0 tal que a+b =- ] 


A) 845 B) 8 O) 645 
D 6 E) 4 


. Six es un número real tal que (x- 1)?=x, 


- VOR 
calcule el valor de M = O a 
xo xx 
A) 6 B) 4 Cy 3 
9 18 
D) = E) — 
) 3 ) 5 


1,2 
a b 
3 

Calcule el valor de S = OO- HUA 

(a+b)-a”-b 

A) 3 B) 2 Ç) 1 

D) -1 E) -1/2 - 


Six=Ya+2./2 +Y4 - 2/2, calcule el valor de 
vx’ —6x+1. 


A) 242 B) 3 C) 442 
D 6 E) 8 


ERRE 
AER 
ER 27 Ego 


. Sean a y b números reales tales que 


a? -ab+b* = /2(a+b-y2); abxo0. 


Calcule el valor de £. 
E a? +b° +242 
2ab? 
3 Y2 
A) 1 B) 3 (0) EN 
D) 2 E) 4 


34. Sise cumple que 


a e e a e 


ES a LII T U O WD boy 
* ab+bc+ac=2 


A) -3 $. ¿2 . abe=3 
i 3 2. calcule el valor de $. 
D) 3 E) 6 e E E 
a+bc b+ac c+ab 
31. Dados los números - 3 
x=Y9+Y3+1 a y=Y4-Y2+1, A) -4 B) 2 c) 0 
calcule el valor de S. H 1 B EA 
9 Y 3 Y ; 
s=(1+2) -(1-3) 35. Si el polinomio 
k E Pery p= +y +z) x-y- 
A) -1 B) 0 C) 1 -se anula para x =>; y=š; 2=-, 
D) 3 E) 5 simplifique la expresión 
2,2 4 ás 2a? -b*-c? 
32. Considere a“ —b* = —— para simplificar la da o 
expresión a+b ab+bc+ac 


M= 


Vla+bWa -0° Ya? A) -3a B) 50 O -3b 


as, mee proa e © D 3c E 1: | 
| 
: ; re | 
a m a 
: Polinomios 


Capítulo IV 


“Reconocer peón algebrica Mecano sus tai y constantes 
- Efectuar operaciones con polinomios de una variable y más loose alo 
ES E TE ro als Seayn SE i 


1. Expresiones matemáticas variables, aunque puede emplearse cualquier 
En matemáticas, generalmente se emplean sím- otra letra como variable. Por ejemplo, en la ex- 


>canmea py vamocanmer 


>> ae 


e y H 

kateus 

lides crm 
ia iid: 
R g 


7 
-A 
ys 


bolos para representar elementos de un con- 
junto. La notación x € Q significa que x es un 
número racional cualquiera. Un símbolo literal 
que se usa para representar cualquier elemento 
de un determinado conjunto se llama variable; 
en cambio, un símbolo numérico (numeral) que 
representa únicamente a un solo elemento de 
un conjunto numérico se llama constante. Por 
ejemplo, el numeral 2 representa solarnente al 
número dos. 


Una expresión matemática es una secuencia de 
variables o constantes que están enlazados por 
un conjunto de símbolos del alfabeto (latino o 
griego), numerales, operadores y conectivos ló- 
gicos. La representación simbólica que nos per- 
mite reconocer cuáles son las variables de una 
expresión matemática se llama notación ma- 
temática. Generalmente, las últimas letras del 
alfabeto tales como ... W; x; y; z se usan como 


is. 


A. 


Ejernplos 


l. Las siguientes expresiones son algebraicas 


: Pu =x?+4x-3; su variable es x. 


4x- 
* Qx y) = 


son X; y. 


* Rítxy;2=2 riep E sus variables son 


Xx, y; 2 


æ 


e Mwy) E +31; sus variables son x; y. 


Note que en Mg; y) t no es una variable; se le 
considera una constante y se le llama pará- 


metro. 


2. Las siguientes expresiones son no algebrai- 


cas; se les llama también trascendentes, 


presión n -n+41 puede considerarse a la letran 
como variable, es decir Pin) =n°-n+41. 


En adelante, vamos a considerar que todas las 
variables representan a números reales. En algu- 
nos casos, vamos a restringir el conjunto de va- 
lores permitidos para una variable a algún sub- 
conjunto de R. Por ejempio, para la expresión 


matemática ls debemos exigir que la variable 


Vx 


x tome valores positivos: x > 0. 


2. Expresiones algebraicas 


La expresión que enlaza variables y/o constantes 
mediante una combinación finita de adiciones, 
sustracciones, multiplicaciones, divisiones, po- 
tenciaciones o radicaciones, en las cuales los 
exponentes de las variables son racionales y los 
índices de los radicales son enteros positivos, se 
llama expresión algebraica. 


O RS A iz PEN Gha 
is A a i e 


"k 
, 


pe a Led 
OS 


ds 


£ 


Capitulo Iv Polinomios 


ts 
da dd i 


>s 


h 


"> Tig y=2015x?y? tiene coeficiente 2015 y par- 


te variable xy. 


2y -4;, sus variables 


Note que los términos R y T presentan diferen- 
tes coeficientes, pero la misma parte variable. A 
estas expresiones se les llama términos seme- 
jantes. 


dr TENGA EN CUENTA r- 


E. ELO 


2.2. CLASIFICACIÓN DE LAS EXPRESIONES 


AAA: ain A aa e a an CS 


o Ry =senx—1; Soya) 24 E ALGEDHAIVAS 


ná De acuerdo a la naturaleza de los exponentes 
de las variables, las expresiones algebraicas se 


x 
. T(y=x* =1; A=] HXH HXO... 5 R B 
: clasifican en racionales e irracionales. 


2.2.1. Expresiones algebraicas racionales (EAR) 


Son aquellas donde los exponentes de sus va- 
riables son números enteros. Pueden ser de dos 


2.1. TÉRMINO ALGEBRAICO 
Es aquella expresión algebraica en la que no se 


enlaza a las variables mediante la adición y la 
sustracción. Presenta dos partes: el coeficiente 
y la parte variable. 


tipos: enteras o fraccionarias. 


a. EAR enteras 


Son llamadas también polinomios. Sus va- 


Ejemplos. riables no aparecen en el denominador y 
Rx: y) = 3/2x?y* tiene coeficiente 3/2 y sus exponentes son enteros positivos. 
parte variable y, l 

Ejemplos 
200 
* S= tiene coeficiente -2t y parte . Py=2 + x45 
y 
cli * Qop =x yty -x+y 
variable =>. 
y * Rey g-e yz 
Lumbreras Editores ¿ : 


b. EAR fraccionarias 


Son aquellas donde al menos una de sus 
variables aparece en el denominador y sus 
exponéntes son enteros positivos, o si apa- 
rece en el numerador, sus exponentes son 
enteros negativos. 


Ejemplos 


xX X 
. dial” Hdi 


as Me 
yt 
XxX 

4åxy 

e e E 


2.2.2. Expresiones algebraicas irracionales (EAI) 


Son aquellas donde al menos una de sus varia- 
bles está afectada por el símbolo radical: Y” o 
por un exponente fraccionario. 


Eiermplos 


2. 


¿ TENGA EN CUENTA 


se calcula así: 


S P-(DEDHD? _1+1+ 
u A. JA 
S-03 


|o 


El VN de la expresión algebraica 
2 x3 y 
Ti) =x* + — Para x=2 
se calcula así: 


2 P 
a 


Ti) =16+2-1=17 


9 Mi) = Vx +1 +x- 
i | 1 
” Mics =Yx—y+y?-x+2 


. So syz tr-a 


2.3. VALOR NUMÉRICO (VN) 


Si les asignamos valores reales a las variables 
de una expresión algebraica y efectuamos las 
operaciones, el número real que se obtiene se 
llama valor numérico. 


Ejemplos 
l. El VN de la expresión algebraica 
x’ -xy+y? ; 
Stx; y) = E para x= l; y =-1 


3.1. POLINOMIOS DE UNA VARIABLE 
Generalmente usamos la letra x para indicar la 


. VS 


PAÍS Ny 


xpor 0, se obtiene”. E ESO 


To» o E sdear To ue 


; ¡No está definido! O 


3. Polinomios 


Un polinomio es una EAR entera (los exponen- 
tes de sus variables son enteros positivos) y su 


valor numérico está definido para cualquier va- 


lor constante que se le asigne a sus variables. 


Notación 


Rey = 00 «bay otiabcro 


Se lee: “Polinomio P de variables x e y” o sim- 
plemente “P de x e y”. 
Las constantes a; b y c se llaman coeficientes. 


3.1.2. Polinomio cuadrático 

Es aquel polinomio de segundo grado de la forma. 
Ry = Ax? +Bx+C:A +0. Por ejemplo, son poli- 
nomios cuadráticos 


Rx =x?-2x+5; Qu =P*-1 y Ry) =-3x% 


3.1.3. Polinomio cúbico 
Es aquel polinomio de tercer grado de la forma 
Rx) = ax? +ax? + aX + 43; a) +0. Por ejemplo, 
son polinomios cúbicos 


Rx =2% -x° +5x-1; Qu) =4-1+2 y 
Ro =- - 3x2 


3.1.4, Polinomio de grado n 

Es aquel polinomio de la forma 

Rej =x" +a a? +. +, ¡X+0,3 4970 

donde 

. Ap; Mi M9; ...; A 1; 0, : coeficientes del poli- 
nomio 

- Ap: coeficiente principal (coeficiente de la 


Ms A A a a aa a 


Yananlt, y El HMayO? CXPONEME dE la Variante Se 
denomina grado del polinomio. 


Ejemplos | z 

* Ry =3x-4:; polinomio de primer grad 

*  Q@Qy=—4t +5: polinomio de segundo grado 
*. Ræ =x*-4x 745; polinomio de tercer grado 
* SyF ya 4y? +5y*: polinomio de cuarto grado 
* Cix) =t +1: polinomio constante 


3.1.1. Polinomio lineal 

Es aquel polinomio de primer grado de la forma 
Rx) = Ax + B; A +0. Por ejemplo, son polinomios 
lineales 


Ry) =2x +5; Y) =y-1 y Rix) =7x 


a 


- Lumbreras Editores 


3.1.6. Polinomio mónico 


Si ay =1, entonces el polinomio se llama móni- 
co. Por ejemplo, el polinomio Py) =x" -2x+5 
es mónico, pues su coeficiente principal es 1; 
sin embargo, el polinomio R) =-x*+2x +3 no 
es mónico, ya que su coeficiente principal es—], 


3.2. VALOR NUMÉRICO DE UN POLINOMIO 


Todo polinomio tiene valor numérico definido 
para cualquier valor (o valores) que se le asigne 
a sus variables. 


Ejemplos 
l. El VN del monomio Mç x; y =-3x°y* cuando 
x=2y=-l es 
Mo; y =(0 0? 
> Me =D =12 


2. Dado el polinomio Ap,- =4"-3x +1. Si 
queremos calcular Rey hacemos 
2x-1=3 > x=2 


Luego 


TAMOMI CAI ALA A AA ALS 
- ap: término independiente (no depende de 
la variable) 


3.1.5. Polinomio constante 


Es aquel polinomio (de una o más variables) de 
cualquiera de las formas siguientes: 


Ex) =R O Ry RO PyR O -.. 
donde k es un número real. 


Si k +0, definimos el grado del polinomio cons- 
tante igual a cero: 0. 


Si k=0, entonces R,) =0 es el polinomio nulo, 
cuyo grado no está definido. 


Por ejemplo, los siguientes polinomios son 
constantes de grado cero: 


Rx =4 0 Ry;y)=10 0 Ryst +1 


Resolución 
Note que el polinomio es constante; es 


decir, Yx € R: kx) = n? +1, 

Luego fa) = f2) = ka) =-= hm =n +1 
En la condición se tiene 

(n? +1)+(n? +D+...+(1?+1)=1010 
> n(n? +1)=1010 > n=10 


n ka= hno =104+1=101 


Teorema 
Consideremos el polinomio de grado n > 2 


P x) = agx” TS E T S T E EE BA E 
+ Suma de coeficientes 

+Q ++... +a +n = Ro) 
* Término independiente 


an = Fo) 


Ejernplos 
l. Sea el polinomio Ay) = 2x? -x° +5x-1. 


Suma de coeficientes: Fr 


ri ., A A Y... 


Ra =2 - 20 +1 > Raj =8-12+1=-3 


y TENGA EN CUENTA 
E polinomio constante nunca cambia de va- 
lor; es decir, si Fy) =5 para cualquier valor 
que admita su variable, sempe su valor nu- 
mérico es 5; así: 


E Los R-p=5; hs S Rasi 


3. Dado el polinomio f y) = n°? +1, si se cumple 
que 
fn tko +fa)+.+f£n)=1010, calcule el va- 


SC oN 


lor de fen) , 


3. Dado el polinomio P- =x?4+4, calcule su 
término independiente y la suma de sus co- 
eficientes. 


Resolución 
Aparentemente la resolución parece inme- 
diata, pues se puede pensar que su término 
independiente es 4 y la suma de coeficien- 
tes es 144=5; pero ¡cuidado! La variable es 
(x—D. 
Para calcular la suma de coeficientes halla- 
` Mos Piy 

x-l=1 > x=2 
Luego P()=2*+4=8 
Asimismo calculamos el término indepen- 
diente Pio) 

x-1=0 > x=1 


Luego P(yy=1%+4=5 


3.3. POLINOMIOS CON MÁS DE UNA VARIABLE 


Los siguientes polinomios tienen más de una 
. variable: 


"Ry ay 
. Qir; z) =2:?-x2* +2? 


* Pia) =2a -b +c? 


yz =s- | 


Eo A e es pi? a E 
Término independiente: Ao) 


Fo) =-1 


Sea el polinomioQ;, = al? -3)+ 2+1) +2. 
Suma de coeficientes: Qy) 
¿Qu =4:1: (7 -3)+2(1+D+2 
Qn =4*(-2)+2(2)+2 
Om = 384+4+2=-2 
Término independiente: Qio) 
Qro) = 4-0 (0? -3)+2(0+1)+2 
Qio) =0-(-3)+2D+2=4 


Pg aers 
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- Capo Iv: Polinomios ` 


Sra A ' ¿ Bap a TARER a 
y a lie AR naan 2% aii e IR de, q : E] 
IAEA A o IA A i e 


Por ejemplo, en el monomio Mg: pzs y se 
tiene 


Grado relativo con respecto a x: GR, (M)=2 
Grado relativo con respecto a y: GR, (M)=5 
Grado absoluto de M: GA (M)=2+5=7 


En un polinomio que no es monomio, el grado 
relativo GR es el mayor exponente de la variable 
considerada, y el grado absoluto GA del polino- 
mio es el mayor grado absoluto de los términos 
(monomios) del polinomio. 
Por ejemplo, en el polinomio 
Pix: p=3x y- 5 4+8x y? se tiene 
» Grados relativos 

GR, (P)=máx (2; 5; 7)=7 

GR, (P)=máx (3; 6; 2)=6 


+ Grados absolutos 
GA (3x?y9)=5; GA (5x%)=11; GA(8x”y)=9 
GA (P)=máx (5; 11; 9)=11 


3.3.2. Polinomios especiales 


a. Polinomio homogéneo 
Es aquel polinomio (de dos o más variables) 


°. Frig éx -i+ 


3.3.1. Grado de polinomios con varias variables 
Un polinomio con más de una variable tiene dos 
tipos de variable: el grado relativo, que se da 
con respecto a una de las variables, y el grado 


absoluto, que se da con respecto a todas sus. 


variables. 


En un monomio no constante, el grado relativo 
GR es el exponente de la variable considerada, y 


el grado absoluto GA es la suma de los exponen- 
tes de todas sus variables. 


Lumbreras Editores 


b. Polinomio ordenado 


Es aquel polinomio donde los exponentes 
de una variable presentan un orden, ya sea 


ascendente o descendente respecto a dicha ` 


variable, la cual será llamada ordenatriz. 


- Ejemplos 
1. El polinomio Ry) =x?+3x% - 2x" es or- 
; denado en forma ascendente respecto 
a su variable x. 
2. Elpolinomio Q x y=20-2x y 4x0 yx! 
es ordenado en forma descendente res- 
pecto a la ordenatriz y. 


3. Elpolinomio Qx; yaa yyy 


es ordenado en forma descendente res- 
pecto a la ordenatriz y; mientras que 
respecto a la ordenatriz x lo es en forma 
ascendente, 


C. Polinomio completo 


Es aquel polinomio que respecto a una de 
sus variables presenta todos sus exponen- 
tes, desde el mayor hasta el exponente uno, 
inclusive el término independiente (de la 
variable considerada). 


Ejemplos 
l. El polinomio y) = 3x2+x+4x+1 es 
completo. 


que tiene todos sus términos no semejantes 
del mismo grado. 


Ejemplo 

Los siguientes polinomios son homogé- 

neos: : i 

> Fig p=3x y +2xy"+y": su grado de ho- 
mogeneidad es 6. 

° Gy; a=307+Y 2-20: su gra- 
do de homogeneidad es 7. 

* Hor y 3-3 y+3xy "y": su grado de 
homogeneidad es 3. 


Ejemplos 
l. Los polinomios Pi9y= (+2 y 
Qi =x"+4x+4 son idénticos. 
En este caso denotaremos Ñ y) = Qix) 


2. Los polinomios A. y) = x-y y 
Qx: y=0- y? +xy+y?) son idénticos. 
Análogamente, denotamos f y, yy =Q(x; y) 


Teorema 

Los polinomios 

Px) = ax" + a + a +...+ (Op. ¡X +0 
Qiy = box” ToT i +byx"* +...+D,.¡Xx+0b,, 
son idénticos si 


Ap = bp; a, =b]; d2 = ba; a3 = Dh; ...; An = On 


Corolario 
El polinomio 


Ry) =X" + array? 


+... + 0; _X + On 
es idénticamente nulo si 


a =Q =Q} =... = 4,1 =a =0. 


Ejemplo 

Si los polinomios 

Fig) =(a- Dx? +(a-b-3)x?+(2c-3b) y 

Quo - 6x?-5x”+4 son idénticos, calcularemos 
el valor de abc. 


fma E) — a S 


Parasara rra gt 


d. 


2. El polinomio G; yy =3xy"+xy-x" es com- 


pleto y ordenado con respecto a y. 


3. El polinomio Gx: y; 23 r +xzy+xz -y 


es completo respecto a Z. 


Polinomios idénticos 


Dos polinomios con las mismas variables 


(y en el mismo orden) son idénticos si son 
del mismo grado y poseen el mismo valor 
numérico para cualquier valor o valores 
asignados a sus variables. 


SAS Le Ad 
(EOS CI 


4. Cambio de variable 

La variable (o variables) de un polinomio (o 
expresión algebraica) puede ser sustituida por 
otra variable simple o compuesta, mostrándose 
el polinomio en términos de la nueva variable. 


Ejemplos 


i» 


El polinomio Py=3x+ -1 es un trinomio 
' mónico de segundo grado y cuyo término 

independiente es — 1. Haremos cambios de 

variable teniendo en cuenta que la notación 

x<>y indica que vamos a cambiar la varia- 

ble x por y. 

e x<>y: P(y=3y+y*-1 

»  x<>2t Poy=3(20+(20?-1 


© x<>(-D: Po =30-D+G-D*+1 
> Py =3x-342-2x41+1 
Sé Pa y=ó+x-1 


Ahora consideremos el polinomio de varia- 
ble compuesta Qg =3x +1 


Halle Qo Y Qu- 
Para hallar Q) debemos cambiar la va- 
riable (x+D por la nueva variable x. Pero 
¡cuidado! No iguale así: x+1=x, pues puede 
obtener absurdos. 


AA 


e E do ES AA 


a-2=4 (0 
a-b-3=-5 = D 
2c-3b=4 (11) 


De la ecuación (I): a=-4 . 
Reemplazamos en la ecuación (l!) 


A-b-3=35 > -7-b=-5 > b=-2 


Luego en la ecuación (II) 


20-3(2)=4 > 2c+6=4 > c=-1 
abc =(-4)(-2)(-1) =-8 


Hagamos que la variable original se forme 
en el segundo miembro. 


Qx =3(x+1-D +1 
Realizamos el cambio indicado: (x+1)<>x 
> Qu) =3(x-D+1 

Qx =3x-3+1 

Qt) =3x- 2 


Otra forma 

Con ayuda de una variable auxiliar, la varia- 
ble que se desea cambiar se iguala a una 
letra (distinta de x). 


x+tl=t > x=tf-1 
Luego reemplazamos 
> Q() =364-D+1 
Q(1) =31-3+1 
Qn =3t-2 
- En términos de la variable x, tenemos 
Qu) =3x-2 


Finalmente, en esta última expresión reem- 
plazamos x por (x-1) 


Qíx-D = Ax-D-2 
Qí—n =3x-5 
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3 
D) 3 E) 


NIVEL BÁSICO 


a+l 
Si Mo =2x%+3x 1 -x 
monomio, calcule el valor de ab?. 


pea 


A) 1 B) — C) 


Ajo |a 


Dados los monomios semejantes 
Mix; y” =mx -y l-b y 

Nọ- panxa- 1 ¿on 

halle la suma de M y N. 


A). y B) xy" c) ey 
D) y” E) xy 


. - Dados los polinomios 


Pix+1) =x4+x A Qa- = -x, 


calcule el valor de Py, +0): 
A) 4 B6 C) 8 
D 9 E) 10 


Sean A y B dos polinomios tales que 
Aix; y=2 y A By¿=3t+1. 
Calcule el VN de Ap, B(-1)) 


A) 4 B) 6 c) 8 
D) -2 E) -4 


Dados los polinomios 
Píx+1)32x +1 A Qu =é- L, 
calcule Pos) 


se reduce a un 


i a 
a: E à e E wiz nai ss ; TA takda i Ae Arw 2» e. bs, ES t'a 
A A A A o a o ann -- Fu «e ¿e Ha: ELA A an bd S -$ 
RS e pi m > ip. is de A A PA A a OR 0% ' 
"ei ES a h . E EA E W As OB. -= P RE 4 E sen f 4 . 
de z i i y E Ea S E A A E E e 
Dz má E, E Ink” , A Po 
Pros [EMAS Propuestos- ME MEMO Er S 
j e Ls A; pr t z $ 
e, Siua DA O E en 
i AR age PE berii h ear 
thi iire — A Ck $ -f 


. Dado e!l jaja sd 


Six) =V2- K 5x +x EE 


evalúe Sc y) 


A) 0 B) 1 Q 3 
D 6 ) -4 
Dado el polinomio 
Qu-y=3x+mx+5, 


si Q(y=27, calcule el valor de m. 


A) 10 B) 7 O 5 
D 3 E) 1 


Sea fg un polinomio lineal tal que 
2 f9=fg=5. Evalúe fo 


A) 3 B) 5 0) E 
15 

D = E) 15 
) 3 , E) 
Para todo x e R se cumple 
p"(x+D+g:(x-2)=-x+8. 

Calcule el valor de p:g. 

A) -6 B) 4 C) -2 
D) 1 E) -4 


, SeaP(, un polinomio constante que verifica 


Ena 


I=Ay 
Calcule el valor de Puo- 
A) 1 B2 ` gl 


weu py LAaImocanmmier 


11. 


12. 


13. 


A) 9 B) 7 cC) 5 
D) 3 E) 1 
3 


Si Qu)= =x"-ax+b es un polinomio tal que 


Omyl, 

calcule el valor de a+b. 

A) 0 B) 1 C) 4 
D 6 E) 7 


Sea Pa y =22+3x+m un polinomio cuyo 
término independiente es 1-m. Calcule la 


suma de sus coeficientes. 


A) 12 B) 9 c) 3 
D) 0 E) -2 
Dada la expresión algebraica 
F 2x-1x21 
O) Jy? +4; x<] 
calcule el valor de S. 
SS y + fm 
ka) Hoy 
A) 2 B) 1 C) 1/2 
D) 1/4 E) 3/8 


14. 


Sean P y Q polinomios tales que 
Poy +ax+bx+c 


Qu) = 5: +3x+10. 


Si P(y=0 (o, calcule a+b+c. 


A 0 B) 1 C) 2 
-—D -2 E) 1 
Del siguiente polinomio 


15. 


Pr+y=ó+ax+tb, sabemos que su término | 
independiente es 2 y la suma de sus coefi- 


cientes es 5. Evalúe Pio). 


Cc) 10 
E 5 


A) 17 
D) 8 


B) 13 


Py .. 
3 AA 
a O A y 
o ARS 
RR 


16. 


18. 


19. 


D) 2 E) 3 
Hi T p TE S pes e $ et 
E e Iv: Poiromios 


os 
ser ny 
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Dado el polinomio 
Pa+y=30-D+2(x-D+1, 
halle P(x+2)- 


A) 3x2+x+2 
B) 3x*-2x+1 
C) 3% -x+1 
D) 3x+2x-1 
E) 3x?+2x+] 


Sean P y Q dos polinomios tales que 
P(x+3)=2x+5 A Pyg sx 


Calcule el valor de Qiy. 


Sea f una expresión matemática tal que 


2, 
E ¡XL 
x-1 


Halle el equivalente de (ES 


A) x+ 
B) *-x 
C) x’+x+l 
D) x?+2x+1 
E) x?-x+l 


NIVEL INTERMEDIO 


48 pe y 


Si (2n+1) es el grado del polinomio 
Poa=xf+x?+1 y Qy=2x-1 es otro polino- 
mio tal que Q(m)=2n+1, calcule el valor de 


Qím+n): 
: A) 5 -B) 3 O 1 
D) -2 E) 0 


20. Sea P= (mx-x)}+(mx-x)+m un polino- 
mio cuadrático mónico. Evalúe Pim). 


C) 8 
E) 16 


A) 5 
D) 12 


B) 6 


21. Sea P un polinomio definido en R tal que 
Pú -9=2P(9-MxX+2; P(y=m. 
"Calcule la suma de sus coeficientes. 


A) -2 
B) -4 
C) 0 
D) 2 
E) -6 


22. Sea L(,)=mx+n un polinomio lineal tal que 


Loy=3; Líg)=2L (4). 


¿Calcule el valor de mn. 
A) 5 B) 1 gl 
5 
1 ] 
Bi => e A 
} 2 ) 5 


23. Si Pœ es un polinomio de coeficiente princi- 
pal positivo tal que 
Piy xP y=(e-DQx-0, 
calcule el valor de P(z). 


C) 4 
E) 7 


A) 2 
D 5 


B) 3 


24. Sea ( es y x. Calcule el valor de $. 
x- ; 


S=f000 ff" ate 


C) 100 
E) 1 


A) 101 
D) 10 


B) 102 


25. 


26. 


27. 


28. 


Sea fy = mé +bx+c un polinomio cuadrá- 
tico cuya suma de coeficientes es 10. Si : 


fo=5 y fo-fy=12, calcule f-1) 


© 2 | 
E) 4 | 


A) 0 
D) 3 


B) 1 


Sea fíxt4+x)=x. Además ho =adirbx -7 
Calcule ab. 


Si Y xe R se cumple 
(x-DIBG+D+A]J+C=33%+2x+1, 


calcule el valor de ABC, 
A) 6 B) 12 C) 18 
D) 24 E) 36 


Si el polinomio P es homogéneo 
Pax, y =P abr> LAR ob $ 


calcule la suma de sus coeficientes, 


A) -7 
D) -3 


B) -4 C) 14 


E) 25 


. Dado el polinomio completo y ordenado 


Peo=(n- Dx + m-2Y +p) + 
+g tH, 
calcule la suma de sus coeficientes. 


B) 5 C) 10 


E) 15 


30. Sea P una expresión matemática tal que 
x-1 


P = ——; x > 2. Halle Pro. 
(12) pr er e 
xX 
2x l-x -x 
A) — B) —— —— 
a ) x © Xx 
D) 2 H <= 
l- x —X 


31. Se define la expresión 
A in 


Halle Pix: y) 
A) x+y 

B) Vx +y 
O x+y 
D) x+y 
E) thy? 


32. fat g ipt 
Calcule el valor de n si se cumple 
farhor Tray "f =45. 
Gua > 


A) 8 B) 12 O 10 
D) 20 E) 25 


í 
A AA 


Si f(y=2, calcule el valor de m. 


a E B) 1 o) v2 


D) 2 E) 4 


, Sean f y g dos exponentes tales que 


1 1 
(x) pa Six) z 


Halle f(g(,, en términos de fog: 
kx) -3 B) fa) -3 fix) +2 
fi) +2 fio) 72 ko +3 
D) fix) 72 E) kay +3 
fo 73 fi 2 


. Sea Pœ un polinomio completo y ordenado 


Pya a a + 


Calcule la suma de sus coeficientes. 


A) 0 ' B) 1 On 
D) -n E) 2n 
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'- Divisiones algebraicas 


Capítulo Y 
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 Relácionar la división de números s enteros no pelis con la división: de polinomios. 
ES Aplicar diversos métodos para dividir polinomios: métodos de Horner y Ruffini. - : 
Es Coroico de ua ein de MACS E 


1. Preliminares 


El primer conjunto numérico conocido por todos 
es el conjunto de números naturales, el cual se 
representa por N. Si a este conjunto le agregamos 
el cero, obtenemos el conjunto de los enteros no 
negativos Ny; conjunto en el cual aprendimos a 
dividir un número D, llamado dividendo, entre 
otro no nulo d, llamado divisor. 


A continuación presentamos el esquema de la 
división numérica y una aplicación. 


Dja 


R q 
5e cumple que 
+ Dd 
e R<d 
*  D=d:'g+R 
donde 
- — D: dividendo 
- d: divisor 
- g: cociente 
- R: residuo 
Ejemplo 

142 15 

T Y 


n n Agak at 
ATREA TES 
ER A E y 
vta RE y? 


Aquí 
D=42; d=15;, q=9; R=7 


Algoritmo de Euclides 
142=15x9+7 


De manera similar, podemos trasladar estas 
consideraciones para efectuar divisiones entre 
polinomios, donde las comparaciones indica- 
das anteriormente se realizan respecto al grado 
de los polinomios: dividendo, divisor y residuo. 
Aquí se plantea el algoritmo de Euclides para 
polinomios Diy=d(9 "49 +Rg lamado tam- 
bién identidad fundamental de la división. 


2. División algebraica 
Dados los polinomios D;, y dix) de grados positi- 


D 
vos, la división denotada por Di) + di O Fa es 
(x) 


una operación algebraica que consiste en hallar 


otros dos únicos polinomios Q(y y Rix, tal que 


Dedo IR 


identidad fundamental 
de la división 


PAS IAE 
e EA eE LIA. DE 
Pr A ii Y 
A 


vl 


iia V: Divisiones aigebraicas: 


donde 

- — De: polinomio dividendo 
- dix} polinomio divisor 

- Go: polinomio cociente 

- — R(g: polinomio residuo 


Además 
01D] > *[d] > 1 
PIR] <*[d] oR(¿=0 


2.1. CLASES DE DIVISIÓN 

* SiR(¿=0, se dice que la división es exacta. 
*  SiR(.%0, se dice que la división es inexacta. 
i 


"fi i 


TENGA EN CUENTA m 
ETs. ih 


i E o aY ARA 
Aids m 


2.2. PROPIEDADES 
a. "lq)="1D]-*ld] 


b. Si R(y +0, entonces el máximo grado del 


| residuo está dado por máx “[R]="[d] — 1. 


| a 


ovanneu yy Lamocanier 


Por ejemplo, si 9[d]=2, entonces 
máx "(R]=2-1=1 

Luego el residuo puede ser lineal 
Ro =Åx+B. 


2.3. CRITERIO GENERAL PARA DIVIDIR 


Los polinomios dividendo y divisor deberán ser 
“completos” y escritos ordenadamente; en caso 
contrario, se representará con ceros a los tér- 
minos que faltan. Por lo general, se ordenan en 
forma descendente. 


Por ejemplo, si D¿y=3x-5:+%-8 y 

di =x°+3x+2, entonces escribimos 
Dg=x+0xt-5x?+0x+3x-8 
dy =+07+3x+2 


A continuación, mostraremos algunos métodos 
para dividir polinomios. 


3. Método de Horner 
Es un método general para dividir polinomios 
de cualquier grado. 


Esquema 


cambian de signo 


Ejemplo Suponiendo que el divisor es de ja forma 
Efectúe la división algebraica d(=ax+b; a + 0, tenemos 


4x* +9x% +6x* —1 ax+b=0¡| coeficientes del Dis) 


x+2x%-1 ; 


Resolución 


Aplicamos el criterio general rorres=oopon-- a 7 r se 
; coeficientes del g 
Diy=6 +4 DW +0 + 0x1 ai 


dy =2 +0 4x1 Note que el resto será un polinomio constante. 
Aplicamos el método de Horner Ejemplos 
A I. Efectúe la división algebraica 
ELE E A 3x4 -7x2 +2x5 -x+5 
DIÓ 141 :90:101 10; ¡-1: 3x-1 

ro N to eaa i 
Lar! CANA q y Resolución 
>] i A E Aplicamos el criterio general 
L EE la: D =3x+2x-7x? -x45 
Aplicamos la regla de Ruffini 
A 1 
2 

a a 


O XA OA O 
coef. delg; coef. del Rix) 


Como Diw y d están ordenados en forma des- 
cendente, entonces Qiy Y Rog también deben 
estar ordenados descendentemente. 


Como 
o9jg]=5-3=2 y máx"[R]=3-1=2 
GODÓ 4243 a Riga +2 


4. Regla de Ruffini 

Es un caso particular del método de Horner y 
se aplica cuando el divisor es de primer grado o 
transformable a un polinomio lineal, 


és Mos 
o ne ss 20% Sd ricos E; csi PE B A AA A a al DWE NA LS AA de ARA 
j j Capítulo v: Divisiones algebraicas 
jac de ERA ARS de EE IR 


2. Efectúe la división algebraica - Si hacemos que x=m, entonces 
x*-2x-3 Pin)50*9 (my HR 


j 
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Resolución 
Escribimos el polinomio dividiendo así: 
Diy=*-0x*-2x-3 
. Aplicamos la regla de Ruffini 


Como *[g]=3-1=2 
> Q9y=x+2x+2 y Ríy=1 


5. Teorema del resto 


El objetivo es hallar el resto de una división sin 
efectuarla. El teorema se enuncia así: si Pog es 
un polinomio de grado n 2 2, el residuo de divi- 
dir Peg + (x—m) viene dado por R=P (yy). 


donde 

- Pw: polinomio dividendo 

- — dy polinomio divisor: x-m 
- Qix polinomio cociente 

- Ry: polinomio residuo: R 


Demostración 
Por la identidad fundamental de la división 
Po= a-m) :G (9 +R 


Lumbreras Editores 


Ejemplos 


1. Halle el resto en a 2. 


Resolución 


Corolario 
Sea Pix un polinomio de grado n 2 2. El resto de 
dividir Py por (ax+b); as 0, viene dado por 


I a po 


Fx) MA 
p e re R=R a 


TO ay Ba 


e H 
O 
Foc) 
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5.1. REGLA PRÁCTICA PARA CALCULAR EL RESTO 

a. El divisor se iguala a cero. 

b. Se elige una variable conveniente y se des- 
peja esta variable. 


c. La variable elegida se busca en el dividen- 


do y se reemplaza por su equivalente, luego 
se realizan las operaciones indicadas y ob- 
tenemos el resto. 


d. Debetenerse presente que, en una división 


inexacta, el grado del residuo siempre es 
menor que el grado del divisor. 


b. Si al dividendo y al divisor se le divide por 
un polinornio no nulo, entonces el cociente 
no se altera pero el residuo queda dividido 
por dicho polinomio, 


Aplicamos la regla práctica 
x-2=0 -> x=2 


Como P(y=2x"+x-60, entonces 
R=P(y=2(0+2-60 => R=6 


4x? -6x* +] 


Halle el resto de dividir 
2x-1 


Resolución 
Aplicamos la regla práctica 


2x-1=0 > x= 


Como P¡y=4x*-6x7+1, entonces 


OROK 


5.2. PROPIEDADES ADICIONALES 


a. 


(x+) +x -x 


Sì al dividendo y al divisor se le multiplica 
por un polinomio no nulo, entonces el co- 
ciente no se altera pero el residuo queda 


multiplicado por dicho polinomio. 


Problema 1 
Si Ru =Ax+B es el resto de la división 


tyge] A 
, evalúe Ro- 

2 

x +x 


- Halle el resto de dividir 


E ; 


Ejemplo 
(2x? -3x+1) œx- 2)? 


T 
Resolución 
Sea Riy el residuo de la división algebraica 


(2x? -3x+ Dx yy 
(x-2) 


Si simplificamos el factor (x-2)?, obtenemos 
2x?-3x+1 


otra división - cuyo residuo es 


e Rix) 
x)= (x- 2y 


Aplicamos el teorema del resto para hallar rgy 
d(yy=x-2=0 > x=2 

Como P(y=2x*-3x+1, entonces el residuo es 
r9=P=20-3(0)+1 


r(y=8-6+1 => r(9=3 


Como 


Rx) 


Ka = -27 
Ry =3 0-2" 


— Ror w < (x-2 


aara >. 
F ET E iS sn SÍ 


- PROBLEMAS RESUELTOS | 


e pen dn 


E 
pá pea APRES 


E AES dmg 
E IAT NR AE ri 


G Ni A NE SA 


Resolución 
Aplicamos el método de Horner 


a 


US y 


Resolución 
Identificamos los elementos de la división 


Diy=0+D* +x -x° +x+l 


d=x°+x Del esquema 

d=? qJy=2x -x+3; Rey =(a—6)x+b+9 

Ro) =Ax+B Como R(y=50+2)=5x+10, entonces 
Por el algoritmo de la división (a—-6)x+b+9=5x+10 

Dwd Toat R > a-6=5 ^ b+9=10 
> (+D +x -xx =(+x)-g(9+Ax+B a=ll a b=1 

i a-b=10 

Evaluamos convenientemente para 

x=0: 1+1=0: g n +B 

8 Problema 3 
2=04+B > B=2 Dada la división exacta 
5 4 2 
E A O O o a 
"A 3 +1 +2 
-1-1= 0 -A+B ; 
calcule el producto mnp. 

-2=-A+B 

ComoB=2 => A=4 Resolución 5 
Como la división es exacta, podemos ordenar el 
Luego R(=4x+2 dividendo y divisor en forma ascendente. Lue- 
go, aplicamos el método de Horner. 

te. R=10 
Problema 2 


Si la división algebraica 
4x* -x° +ax+b 
2x? +x-3 
calcule el valor de a-b. 


deja como resto R(¿¿=5(x+2), 


Del esquema Resolución 
p+5-12-3=0 => p=10 Aplicamos la regla de Ruffini 
n+b=0 => n=-6 
m-2£=0 => m=9 1246 -W2 546 n ' -246 
MA: J| |. 6/2 46 1242: m43 


Problema 4 E E AE mel lso 


La división algebraica 
27x? +18x? -6mx+13 
3x—1 
tal que qyy=25 y un residuo Riy}. Evalúe Rezogy)- 


admite un cociente q (y) 


Resolución 
Aplicamos la regla de Ruffini para hallar Qiy) y 


> qog +9x+3-2mM; R(y=16-2m 

Como qqy=9+9+3-2m=25 

> 21-2m=25 -> m=-2 

Luego R¡¿=16-2(-2) > Ri)=20 
R2009=20 


Problema 5 
Si el resto de la división 


2V6x* 7/27 +5/6x? + nx 246 es 5/6, 
x- 43 


halle el rnin independiente del cociente. 


Ah Pe E A 4 
em H q E SE. 
Como la división es exacta: R =0 
—3 R(y=-ax+c-1 = 0x+0 


3 a=0 a c-1=0 > a=0 A c=l 


Luego 
Ka jees, A 
a-c -1 
Problema 7 


Al dividir un polinomio pgx entre x*-1 se obtu- 


a RAR de R 
o E KEE” 
RS AOS: AS 


La - —- — 


Del esquema, el término independiente del co- 
ciente es m. 


-a 


Además 
m/3-246=5 4/6 > m- J3=76 
> mA =12. f > m=7v2 


Problema 6 


Calcule el valor de K = ; pateo 


-ax+C 


si la división ai ; es exacta. 


Xx" —x>+ 
UNI 2003-1 | | 


Resolución 
Aplicamos el teorema del resto 


dey=4-x+1=0 
Multiplicamos por (x+1) 

E+DL?-x+1)=0(+1) 

A X  ÁKÁ< 

XXH =0> x=] 

Como Diy) =x"! -ax+ (Y -ax+c, 
reemplazamos x° =-1 en el dividendo Diy y ob- 
tenemos el resto 


Riy= EV -ax+c=-1-ax+e 


AS x s aa B a o E yí e K 
Capítulo V: Divisiones bipebrilcás 
$ E "a dE A ma 
Lo reemplazamos en (*) 
P(y=3+n+m-2=1 > n+m=0 de 4 


PE y=-3+n-m-2=-9 —$ n-m=-4 
— Dl 


Laila al racta ra riiuirtir 


IHY Mol EBNAIBAS MAN, MAR Y ANDA 


vo como residuo 3x9+nx?+mx-2; si además se 


5 
sabe que el resto de dividir p( entre (x?-1) es (x? — x) e +57 +? +6x 


5x—4, entonces el valor de m” es Xx —-Xx+1 
UNI 2011-11 
Resolución 
Resolución Por el teorema del resto 
De las condiciones dé -x+1=0 
| e AT 

. Ha se obtiene Ry=3 +n +mx-2 + Pal 

sl Además si multiplicamos por (x+1) 

Por la identidad de la división qe 

rr > (x+D002-x+1)=0(+1) 
4 a a 
Pra=bé-D0 tnem- *) 
es “o X+ =0 > =- 
-BA sectaria PE E e 
: ios reemplazamos x?=-1 y x?-x=-1 en el dividen- 
Por la identidad de la división do Dio y obtenemos el resto 
pos bè- Day +5x-4 Ro =C D+ EDS 146x 
De aquí se obtiene > Rœ=-1-1-5+7x-1 
P= =] y PL y=-9 =’ R(y=7x-8 
canned by CamScanner N 2987 ; mos TOY jaj è, IRA ANA D 3 t E 3 E s OIE et 
PROBLEMAS PROPUESTOS CS: e O E 
os sua A O e A S 
NIVEL BÁSICO 5. SiR(y=Ax+B es el residuo de 
1. SiR(¿=Ax+B es el residuo de la división x5 —4x? -6x +5x+A A | 0 
— TA evalúe Rea): A 
x’ -9x +10x%+16x-3 -a s 
MU 
x+2+2x A) 5 B) 3 O 4 

calcule A+B. D 0 E) -2 

A) 14 B) 1 O 6 6. En la división algebraica 

D 12 EJ 15 nxt +x +x +n , 

. A la suma de coeficien- 

2. En la división exacta tes del cociente es 18. Halle el residuo. d 


US G ys B 5 


IX —bX tax +0Xx+c€ 
31? +x-2 


, 


la suma de coeficientes del cociente es 3. 
Calcule a+b+c. 


A 2 B) 3 C) 5 
D) 7 E) 9 
La división algebraica 
xí -ax? +bx?+2x+5 

x’ -x+2 


deja como residuo R(,¿=11x+7. 
Calcule el valor de a+b. 

A) 12 
D) -12 


B) 13 C) 14 


E) 0 


En la división algebraica 


mx? -x° +3mx? +(m-3)x+m 


mx -iÍ 


la suma de coeficientes del cociente es la 
mitad del resto. 


Calcule el valor de m. 
A) 9 B) 4 O 2 
D) 1 E) -4 


10. Halle el residuo de la división 


11. 


(x+) +x -3x+2 
x(x+D 


A) R(y=xX -3 

B) R=0 

C) Ry=3 3 
D) Riy=-x+3 

E) Ry =x+3 


Luego de efectuar la división 
8 +4 + ax? +bx+c 

2x3 +x? +3 l 
se obtiene como residuo Rg)=5x°-3x+7. 


15. 


A) 9 
D -2 


B) 6 C) 3 


E) 0 


En la división algebraica 


2ax* +(2-ab)x? —(b+8)x?+(a+ 40)x-1 
2x-b 

la suma de coeficientes del cociente es 3 y 

el residuo es 9. Calcule a+b. 


A) -8 
D) 10 E) 


Si R¿y¿=2mx=+n es el residuo de 


reta 2 


, evalúe Ry. 
+x+1 AN 
ÀA) 0 B) 1 ¿42 
D) -2 j E) -3 
Dado el polinomio 


Ry) = 5 +(2-2/2)x1 -42x +5x - 3V2, 
calcule Py y 


A) 842 B) 9/2 O 7/2 
D) 1342 E) 7+42 
TED RE 25 ” í KAR hi ACERO IER E 


z AE T A ups mey Ea he AA TEA 
A LA A 


Halle el residuo en la división 


. 


x”"-x-—1 
A) R(y=2x+1 
B) R(y=2 
C) R(y=2x-3 
D) R(y=2x+3 
E) R(y=2x-1 


Halle el residuo de la división 


(x-2D* -12+5x-3 
x° -4x +3 - 


t Cantuta V; Divisiones algebraicas 


Calcule el valor de a+b+c, 
A) 20 B) 21 O) 25 
D) 27 E) 30 


12. La división algebraica 
6 +13 -71x + mx+7 
2x+1 s 
deja como residuo R(¿=8. Calcule la suma 
de coeficientes del cociente. 


A) 2 
B) m+1 
c) 0 
D 1 
E) m-i. 


13. En la división algebraica 


mo? +x? +3mx +(m+3)x +2m 
mx +1 

la suma de coeficientes del cociente es 

igual al resto. Calcule el valor de m. 


, 


A) -2 B) 3 C) 2 
D) 4 E) 1 


18. La suma de coeficientes del cociente de la 
división algebraica 


3x2 -5x + mx +2 
x-1 


es —45. 


Halle su residuo. 


.A) 0 B) 2 C) 4 
D) -6 E) -8 
19. En la división algebraica 
Bm 2 +2 
gal i 
la suma de coeficientes del cociente es 125. 
Caicule el valor de n. 


16. 


17. 


23. 


24. 


À) R(y=-x+1 
B) R(y=x+1 

C) Rgg=0 

D) Ry=2x+] 
E) Riġ=x-1 


- NIVEL INTERMEDIO 
La división algebraica 
(x-0 +5 Ax+B 
X- Y 
deja como resto R(¿=2x+3. Calcule el valor 
de A+B. 


A) -3 B) -2 C) 0 
D) 1 D2 
En la división exacta 


xe +3? 5r +a250 
x-1 


los dos últimos coeficientes del cociente 


son iguales a 225. Calcule el valor de a+n. 


A) 25 
D) 56 


O 55 
E) 58 


B) 30 


Si la división algebraica 
+ (2m+p)x+g +1 
x +mx-1 


calcule el valor de P. 


es exacta, 


B) 1 C) 0 


E) -2 


A) -1 
D) 2 


Si la división algebraica Poy +Lé-1) deja 
como residuo R(,y=x+1, calcule el residuo 
de la división [P(y1?+L4+x+1). 

A) 0 B) 1 


D) x 


C) x+1 
E) -x 


Si las divisiones algebraicas 


21. 


27. 


28. 


A) 60 
D) 39 


B) 120 ` O 37 


E) 8 


Halle el residuo de la división 


2x6 +42 a A2 
+31 4+3x+2 


A) Rgy=0+4 
B) Ry=4-x 
C) Riy=2 

D) Ríy=x*-4 
E) R(y=x+2 


Si R(,) =Ax+B es el residuo de 


(+ DD) +x? (x 1) + x +64 
(x+2D(x-—3) +8 


calcule Ry). 

A) 1 B) 0 C) -1 

D) 2 E) -3 
o A 


Si R(,) es el residuo de la división 


pa 2n+1 
E n > 2014. Evalúe R2015) 


EA e 
A) 1 Bn. 00 
D) 2014 E) n+l 


Sean Pix) y Qo) dos polinomios tales que 
Qw =3x°+x-1 

[P(.2_ )+0 0] +(3x?-2) deja como residuo 
Rio =mx+1. 


Calcule el valor de P, ; y 
_ 


A) 0 B 5 


D) 1 


25, 


26. 


31. 


3 -mx  2x-3x+m 
x—n x—-n 
el mismo resto, calcule el valor de m+n. 


mine Z*, tienen 


A) 6 
D) 10 


B 8 cC) 9 


E) 12 


2x7 +3 


+1 


Halle el residuo de la división 
sabiendo que n es impar. 


A) R(y=x+1 

B) Riy=0 

C) Rgyx-1 

D) R(y=2x-4 
E) Riy=4-2x 


Un polinomio mónico de segundo grado 
se divide por (x+-3) y se obtiene un cocien- 
te Qo) y un resto igual a 12. Si se divide 
Pí9+10(9+41, la división es exacta. Halle el 
residuo de Piy + (x-6). 


A 
>> 


—— Ce - 


A) 10 B) 15 C) 20 

D) 25 E) 30 
pde AE a 
Capítulo V: : Divisiones algebraicas 

A) 0 B) 1 c) -3 

D) 3 E) -1 


Sea Pix) un polinomio que verifica 


P 
. T > Rœ=3x nx +mx-2 


Rx) 
. => rí5y=5x-4 
x*-1 i 
Calcule el valor de m”. 
A) -4 B) -2 A 
2 
1 
H 
) 4 E) 4 
En la división algebraica 


F PTE DA 6 | 


éJ. Vado el polinomio 


Rx) =/2x+ (1-410)x*+2/5x*-3/5x+3410, 


evalúe Pray 


Dados dos polinomios Ry) y fix) tales que 
e[P]="[F]>1, diremos que P es divisible por 
f si existe otro polinomio g(,) único tal que 


p 


OTEN i a > E ES 


A» Y ef +: 


+2 > 


la suma de coeficientes del cociente es 10. 
Halle el residuo. 


A) 2/10 B) -6 C) 6 1-(=1y9 
D) -24/10 E) 0 A) Er ES -x+2 
B) R= x-2 
30. Calcule el término independiente del resi- C) R=x+2 
duo de la siguiente división algebraica. D) Ra)=-x+2 
(x+ D” (DAA — +1) -1+(-1)7*! 
o. kooo E) E E 
ES | 
:, Divisibilidad de polinomios 
H k | 
y cocientes notables | 
Capítulo VI | 
| 
‘+ - Identificar divisiones que generan cocientes notables. - in A 
+. Hallar un término cualquiera de un cociente notable.. . AE AAA SAE a | 
» * Resolver problemas que involucren cocientes notables. : | A 
1. Divisibilidad de polinomios 1.1. TEOREMAS 


1.1.1. Teorema del factor 
Un polinomio A} no constante se anula para 
x=a e Ra es divisible por (x-a). Luego 


AX) AX) AX)" 


Corolario 
R x es divisible por f) si y solo si la división 
R x) + kx} es exacta. 


Por ejemplo, el polinomio Ry) =x"+x-10 es 
divisible por f,, = x-2. 


En efecto, la división algebraica 


Ko _ xx +x-10 
o x-2 


deja como resto R(,) =P, =2% +2-10=0 


Es decir a. AA es exacta 
(x) 


Además, el cociente de R y) + fx.) es 


g =x? +2x+5 


PH 


Sabemos que Fy) es divisible por (x-2): (x +1). 
Entonces es divisible separadamente por 
(x-2) y (x +1); luego, la división Ay) +(x+1) es 
exacta. 


Por el teorema del resto, R_;, = 0; es decir 
Poy = 02 a + ED b=0 

> 1-2+a-1+b=0 

. a+b=2 


Corolario de los restos iguales 

Sea Rx) un polinomio de grado n>2 y a+b. Si 
Rs) +(x—a) deja como resto R y F,) +(x-b) 
deja como resto R, entonces R) +(x - aJ(x - b) 
deja como resto R. 


2. Cocientes notables 


Son los cocientes que se obtienen de ciertas 
divisiones de manera directa; es decir, sin efec- 
tuar la división. Las divisiones que generan co- 
cientes notables son de la siguiente forma: 

n Aay pphayh phPahyn 


n 


Y" == Y 


"¿ea E ARSA Inés ” 


(x-a) es un factor de Rx): 

En el ejemplo anterior, se vio que | 
Ry) =P +2-10=0 

> fix) =x-—2 es un factor del polinomio 
Rx) =x*+x-10 


Luego escribimos A y) =(x-2) q) 


1.1.2. Teorema de la divisibilidad 


El polinomio Ẹ y} es divisible separadamente por 
los binomios (x-a) y (x-b) con ax b si y solo 
si Ry es divisible por el producto (x-a) {x-b). 


Por ejemplo, si el polinomio 


2 


P =x +2 +ax°+x+b es divisible por 
(x) 


i 
(x-2) y (x + 1), calcularemos el valor de a +b. | 
i 


es ice Yup Y RI 


S gar AE Shd + Tus pii 
y TE . Par BA DE : Tak qe AE f da AA 


Copio vo Ovisibillad de e polmorms y cocientes notables: 


T Ayi oa seyi bajo à dis 
ARM DUES A ooo 


Ll 
NAS S + A E LT 


- Análogamente se tiene 


y =x -xy +y? 
x+y 

4 4 

Ey 3 2 A 
=X -xy + - 
x+y YF =Y 


n 


En general, toda división de la forma zty 


genera un cociente notable de n términos. 
Además, llamaremos a,x primera base y a y se- 
gunda base. l 


Veamos el caso principal 
Xx-y 


=> e z 
y Any + yn 


Note que es una división exacta. Además obse- 
ve lo siguiente respecto al cociente: 


qoy =x l tx yxy. ya nl 
(x) 


- Es un polinomio homogéneo de grado n-], 
completo y ordenado en forma decreciente 


aad +A ia. == Y A Ca e SAA 


LES Ra? My? Y con respecto a la variable x, y creciente con 
á respecto a la variable y. 
conneZ a nz2 + Tienen términos, los cuales se cuentan de 
i izquierda a derecha y son los siguientes: 
Note lo siguiente: : 
> =x my ax 
+ Como (x-y): (x+y)=x?-y =x y 
xt- Eosi t3 Ea 
x- y à : 
* Como (x-y): ( x+xy+y ) =x - y? ta matt — término general de lugar k 
y -1 l 
— -s > =x +xy+y? ta py =x nyn =y" 


Por ejemplo, el término de lugar 6 del cociente 


e Como (x-y) (x2 +y tg +y )=xt - y? 9y? 
á l oF y) e notable generado por > y 


es 


4 _,4 
> O A 


“xy py > f=y 
A 
Lumbreras Editores 5 V 
| 
Ta OBSERVACIÓN - - 
yo "$ 
3 E ESEIA ed : 
A 
_ donde es el número de términos del cociente. mea, ás EE | : E | ed 
Ejemplo i 
. xt yn 
Si la división algebraica —;_ 7 enera un cociente notable, hallaremos el quinto término. 
x" ty 
Resolución | 
o 
Como NE genera un cociente notable, entonces | 
E sE » 
64 2n 2 ' i 
—== => 64=nf; ne Z* => n=8 | 
n 2 ¡ 
; 64 _,16 E il k 
Luego el quinto término del CN generado por Pori es fs = (x8 (y?) > ts =x4y8 
E 
2.1. RESUMEN DE COCIENTES NOTABLES | 


Caso o Cocientemotable Rato 


fi siena an 
EA P 
ES E A E SIE 
” R SADAT E Er t5 . 


Problema N.° 1 


Si el polinomio Pj =6xt+2x3-3x°-mx+n es 
divisible por (3x2-2x-1), calcule el residuo 
Pw + a+). 


Resolución l 
Como P( es divisible por (3x?-2x-1), entonces 


Po) + (3x?-2x-1) es exacta. 


Aplicamos el método de Horner 


Del esquema 
-m+4=0 a n+1=0 


> m=4 a n=-l 


Luego P(y=67+2x*-3x?-4x-1 


R 
Como r deja como resto R=P(_ y, 


> R=SEDU2CI ICI? 


Nulo Y ne N | 
Nulo si n es par. 
| —2y" sin es impar. 


| 2y" si n es par. 
Nulo si n es impar, 


Í 
i 


24y 2y"; Y neN o 


- PROBLEMAS RESUELTOS ` 


ARAU AE CCA Ns A E HN 
Hy 5 Ho gA ET Pi 
ie nar IA RN j 


R 
ami o 


enla división Pey + (2x?-5x+2), el resto debe ser 
la forma R()=Ax+B. 

Luego P(y= (2x?-5x+2)- Io tR 

> Po =(2x- I)(x-2)}: qig táx+B 


Entonces 


jaa +ZA+B=4 => A+2B=3 (1) 
2 


— 
0 


x=2: P(,=0"G(+24+B=1 > 24+B=1 01) 
De (D y (1D) 

A=-2 a B=5 

R(y=-2x+5 


Problema N.° 3 

Dado el polinomio Qw=0-mx+n, 

si Q(y es divisible por (2x- 1) y Q +(x—1) deja 
como resto 5, halle el residuo de Q(¿+(2x-1) 
(x-D. 


nea py Lamocarnmer 


Es decir R=6-2-3+4-1 —> R=4 


Problema N.° 2 

Sea Piy un polinomio de grado n23. 

Si P(y+(x-2) deja como resto 1 y P(y+(2x-1) 
deja como resto 4, calcule el residuo de 
Py +H2x-5x+2). : 


Resolución 
De las condiciones dadas 


P 
a > aF Ro =1 


Evaluamos convenientemente 


e x=2:Q51=09,,+5 lira 0 
2) G)? 
0 
> ¿A+B=0 : (D 
e x=l: Qi) =0: 9 4, +4+B=5 
a 
ž 
> A+B=5 (ID 
De (D y (ID 
A=10 a B=-5 
R(y=10x-5 
Problema N.° 4 


Si Py=2x"+ax+b es divisible por (x-3)?, 
calcule el valor de a+b. 


Resolución 
Como Py =21+ax+b es divisible por (x-3), 
entonces Piy es divisible por (x-3) dos veces. 


Aplicamos la regla de Ruffini 


nesolución 
De las condiciones 


o 
x-1 
Sea Ri) el resto de la división 


—> resto Qn =5 


x) a i 
Gx- D-1) —} Rix) Ax +B 


Por el algoritmo de la división 
Quo = (2x-D(x-D:q(x) +Ax +B 


Problema N.° 5 
7n+2 _ .6n-4 
Si la división E 
y 
notable, indique la cantidad de términos de su 
desarrollo. 


genera cociente 


Resolución 
q in+2 _ 6n-4 
3 genera CN si y solo si 
xXx” - 
pe E ns = k: número de términos 


>  2(In+2)=3(6n-4) 


l4n+4=18n-12 => n=4 

6n-4 s 6(4) - 4 
2 2 

Por lo tanto, la cantidad de términos es R=10. 


Como $ = > k=10 


Problema N.° 6 
x” -1 

Si la división —— r gerra un cociente notable 
x 


de cuatro adis halle la suma del tercer y 
cuarto término de su desarrollo. 


Resolución 


n 
X -=l pioa 
Como genera CN de cuatro términos, 


x*-1 


A > 
184 DY Lamocanmer 


2 6 | a+18 | 3a+b+54=0 => 3a+b=-54 


Luego 


3(-54)+b=-54 > b=108 
a+b=54 


Problema N.* 7 
Si uno de los términos del cociente notable ge- 


x-y” 15,24 
nerado por es t=x"y*4, calcule el valor 


ES 


de k. 


genera CN, entonces sea 


p= T = A el número de términos. 


Luego t= (x3 y" (y?) Ñ 


2-2 


3p-3k 
a 


> lp =X 


Como tax y, entonces 
xP -3k y2k-2 415,24 

> 3p-3k=15 A 2k-2=24 

> p-k=5 A k-1=12 
k=13 A p=18 


Problema N.° 8 
Sea Sl) =x+x%+...+x", xeR, n e N. 
Determine el valor de 

S 


a(z} 


S 


aE} 


entonces 5 =4 > n= 

Luego, debemos hallar los términos f} y t4 
del CN. 

Recuerde que 


4-k 
tp = (x2) a A ai 
Luego l3=x; ==] 


tz+l4=x° +1 


A y, 1r J 
st LE t TN 
AS AN AEE 


FR 


A a Ba ¿DIA rs EAN AA 
2 os 2 r ALR 
477141) 


o 


Resolución 
Recuerde que 
n+] 
lx+? +.. +x" 
x-l 
Tenemos 


SnO) =xtx? ta? t; x ER, neN 


Ahora 


Sn(x) = (l+ x +x? 


Þiupa)-1 
m1 


z wf 
1 


Sal) = (5) 


X- 


En (*) para x = A 


MERO 


l 


aa 


ARN E e 
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PROBLEMAS PROPUESTOS ` 


NIVEL BÁSICO 


1. Si el polinomio Py =+mx-2 es divisible 
por f.y=14-nx+1, calcule el valor de = 


ai 


- A) | B} 3 


1 
2 

3 2 
D) -3 E 3 


2. Si el polinomio P(y=x*+mk-3x+n es 
divisible por f(,,=x-1, y al dividirlo por 
8109)=x-2 deja como residuo 9, calcule el 


valor de n”, 
A) 2 -B) 12 O 1/3 
D) 3 ' E) 8 


3. Sean f; g y h tres polinomios lineales en 
P 
variable x. Sí la división ——“L_— deja 
ho 20 o 
como residuo m*-1, y al dividir Pix) entre 
cada uno de ellos el residuo es 3, calcule el 


menor valor de rn. 
A) 1 B) 2 O 3 
D) -2 l E) -l 


4. Silos polinomios . 
Pt =x°4x°+x+m y Qu-=-*+x—n 
son divisibles por f(y=x-2 Y J =x+2, 
respectivamente, calcule m-n. 


AD) 


A) 4 B) 2 00 
D -2 E) -4 


Si el polinomio P¿y=0 + (m-ad)r+n-4 
es divisible porf¡,,=2+x+1, calcule mxn. | 


A) 0 B) 6 C) -8 
D) 12 E) -14 | 
a | 
Si el cociente notable generado por — ns | 
a i 


tiene 10 términos. calcule el valor de (m-+n). 


A) 20 B) 21 C) 22 | 

D) 23 E) 24 

A xT- y” | 

Si la división algebraica ———- genera un | 
Xx y 


cociente notable de 11 términos, indique el 
octavo término. 


A) 194 
B) xl : | 
c) xy 
D) x l DA 5 
E) x! S50 


Calcule el grado del término central del CN | 
n64 _ | 


generado por si tiene 17 términos, 


an 
A) 24 B) 26 C) 28 
D) 30 E) 32 


A) 4 B) -4 C) 0 q +2 + y5 
D) 2 H-2 10. La división algebraica ms, S genera 
xiy 


un cociente notable. Calcule el valor de 


5. Sea f un polinomio mónico de grado n+n+1 
tres. Si f es divisible por (x-2Mx+1), y 
al dividirlo por (x-3) el resto es 24, halle el A) 16 B) 21 O 4 
residuo de fiy) +(x+2). D) 20 E) 32 


E 


T SERERA T n EREN mee T E: . A is 
A ¿PA E A Ai. S O G 


¿ E $ ¡Espa Vi Divisiblidad« de AN y cocientes notables 


AT os $ . 
E ce LEA ms eds jo E ESEN 


e YA z Py. ed o OA E 
EI INE TH ` er y Ar - r > e 
PES o i ay o A i ENEE a, 


11. Sila expresión NIVEL INTERMEDIO 
1+ 8/2 +84 +98+816 +... +20 


16. Sea fg) un polinomio mónico de gra- 


e uivalente a dá Icule el valor d 

pos: dp -1' iai iini do tres. Si f(,, es divisible por (2 +x-2) y 

se i i fi +be-x+1) deja como resto (-3x+1), 
alcul i + d 

A) 73 B) 72 C) 69 c e el residuo de y+ x+ 1) 

D) 75 81 

) E) A) 4 B) -4 cC) 0 
D) 2 E) 18 


12. Si nes el número de términos cociente no- 


xy- 
table generado por Yo Em calcule el 17. Si P(y=0-(x+0)* es divisible por 


valor de /n +1. Q(y=x+a+4; a<0, ¿cuál es el valor de a? 

A) 12 B) 11 c) 9 A) -6 

D) 7 E) 15 B) -7 
C) -8 

13. Indique cuántos iii aa tiene el CN gene- E yo 

E) -l 

rado por la división = =! si se sabe que el 

producto de los Sui de lugares 10 y 50 18. Sea Pip un polinomio de modo que 

es xo, de P(y+(x+1) deja como resto R(¿=1 y 
Poy +bd-x+1) deja como resto r(y=2x-3. 

A) 220 . B) 230 C) 240 L3 
Halle el resto de Pig+ u+). 

D) 250 E) 260 alle el resto de Piy (+1) 

14. Halle el cuarto término del CN generado por A) 2x°-x+l 
: B) 22+x-1 
yonl pan 
la división A O 22 1 
=X 

D) 2x?+x 

A) y? B) x 40, 6 c) ; xy E) E 

D) 150,5 E) xy! 


l | 19. Si el polinomio Py +ad+bx+c; abc +0, 
15. Si el término de lugar 17 del CN generado es divisible por (x- 1) (x+ 1), calcule el valor 
Jen y md) 


ht 0 


a 
es x*y!2, calcule el de~. 


número de términos, 


A) 20 B) 25 C) 30 
D35 E) 40 
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20. 


21. 


22. 


23. 


- D) -10 


Un polinomio Piy} cúbico y mónico verifica 
lo siguiente: 

I. Es divisible por (x-2) y (x+1). 

Il. La suma de coeficientes es 10, 

Calcule el resto de Poy +(x-3). 


A) 12 B) 10 00 


E) -12 


Si el desarrollo del cociente notable genera- 


n2+n me+2m+5 
A 
xp? _¿ mn 1 


y 
términos, calcule el mayor valor de m+n. 


do por la división tiene 10 


A) 7 
B) 9 
C) 10 
D) 12. 
E) 8 


xon- 1 e 


iy 


ra un cociente notable, indique la menor 
cantidad de términos de su desarrollo, 


Si la división Ž ¡m,neZ*, gene- 


A) 7 B) 9 O 12 
D) 16 E) 21 
n ¿19 
Sila divicitin algebraica LLE genera 
ab” +c 


un cociente notable, indique el valor de ver- 
dad de las siguientes proposiciones. 
p: el cociente posee 17 términos. 


q: m+n=85 


r: el término central es -a!'p24¿84 


24. 


26. 


27. 


e . i 
A) -2 B) -1 ©) -5 
2 
ii E) 1 
2 
ia 
5-75 
añ 
RONS : vER 


Calcule el número de términos racionales 


-35 35 
del CN generado por la división > 2 A 
Yx — Vx 
A) 1 B) 3 C) 4 
D) 5 E) 6 


Halle el término central del cociente nota- 


10 
ble generado por la división ŠA + z 
x° +2x 


A) (e+D? 
B) (x+D* 
O (Dn? 
D) (x+D*+1 
E) (x-D* 


Halle el cociente de la división 
E RE td 
=> + y 


o, A 
A) a=" o 1 

B) gy =x* +1 

O der 

D) de PAL 

E) qy=x*-1 


Si el desarrollo del cociente notable gene- 


rado por 


x"-x" E A 
A AYNA y, 
a =$ 


3m? La 


calcule el valor de í 
5mn 


B) VFF 


C) FFV 
E) VVV 


28. El término central del CN generado por la 
división algebraica l 
xf- y? 
E y 


Calcule el valor de c. 


a 


es de la forma xy" 


C) 66 
E) 89- 


A) 33 
D) 99 


B) 38 


29. Indique cuántos términos del CN generado 
por la división 


17 17 
A son racionales, 
A) 3 B) 4 O 5 
D 7 E) 10 


30. Uno de los términos del CN generado por la 


y” pora 
Ei paa es 1%, 


Calcule el valor de n—m. 


división ————G 


5 A 
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31. 


32, 


A) 2 
D) -2 


B) 1 


C) 42 
E) 43 


A) 54 
D) 5 


B) 1 


Calcule el valor numérico del término cen- 
tral del cociente de 


1 (+ aJ3% -(x | 


8 xalx? + a?) 
para x= ya? +93. 
A) 9 B8 05 
D) 2 E) 1 


Sea Pix) un polinomio tal que 


Ry 
x-x+1 


deja como residuo Ry(¿=Xx+1. 


P 
e. -= œ) deja como residuo Ry(y=3x+5. 
x +x] 


Calcule el coeficiente del término cuadráti- 
co del residuo de dividir Py +L*+x?+1). 


A) -2 B) -I 


cC) 0 
D) 1 E) 2 


H Factorización 


SBER 


| -OBJETIVOS 


Capítulo VII 


s- Identificar polinomios irreductibles o primos sobre los conjuntos Z, Q y R. 
* Conocer diversos métodos para factorizar polinomios sobre Z, Qy R, 
œ Calcular el MCD y MCM de porpomie Sie I. ; 


1. Factorización sobre Z 


La factorización es una operación muy útil em- 
pleada en el proceso de resolución de ecua- 
ciones polinómicas con coeficientes enteros o 
racionales. El término factorización proviene de 
la palabra factorar, la cual significa factorizar, y 
que aplicada a un número o polinomio lo trans- 
forma en una multiplicación de factores primos 
que, al multiplicarlos, da como producto dicho 
número o polinomio. 


multiplicación 


(4+1)x+11x-1)=x*-1 


A 
factorización 


Antes de factorizar polinomios desarrollaremos 
los conceptos teóricos necesarios para factori- 
zar polinomios sobre el conjunto Z y luego lo 
ampliaremos al conjunto Q. 


1.1. POLINOMIO DEFINIDO SOBRE Z 


Un polinomio está definido sobre el conjunto Z 
si todos sus coeficientes son enteros. 


Ejemplos 


l. El polinomio P(y=2x-5x"+x-4 está defi- 
nido sobre Z, pues todos sus” coeficientes: 
2;-5; 1 y -4 son enteros. 


2. El polinomio Ry: y) =3x" + xy - y? no está 


definido sobre Z, pues eZ Note que to- 


dos los coeficientes de R: 3; > y -l son 


racionales; entonces podemos decir que 
Rix; y está definido sobre el conjunto Q. 


1.2. FACTOR ALGEBRAICO 
Sean Pop y fog dos polinomios tales que 
grado de P( > grado de fg) > 0 


Decimos que fiy es factor algebraico de P(,ysi 
existe otro polinomio qy tal que Peg =f ao 
Es decir, la división algebraica Py +f(,) es exacta. 


nea py Lamocanmer 


canmea py vamocanner 


ETA 
e a 


Ejemplos 

l. El polinomio f(¿=x-1 es factor algebraico 
del polinomio Py) =2x -x-1 
En efecto, la división a. 2-a, es 

Ex x-1 
exacta. Aplicamos el teorema del resto y 
comprobamos que el residuo es cero. 
R=P(¡,=2-1-1=0 


Así, Pix es divisible por foy 


2. Dado el polinomio Q(=x(x+1D(x+2), pode- 
mos afirmar que sus factores algebraicos 
son x; x+1; x+2; x(x+1); x(+2); (x+1)(+2) 
y 06): 


1.3. POLINOMIO REDUCTIBLE 

Un polinomio P de grado n>1 es reductible en 
un conjunto numérico si el polinomio P puede 
descomponerse en la multiplicación indicada 
de factores algebraicos sobre dicho conjunto. 


Ejemplos 

1. El polinomio P=x? -4 es reductible sobre Z. 
En efecto, P(,y se descompone así: 

P(y=0+21(x-2) 
Se observa que admite dos factores alge- 
braicos lineales: .(x+2) y (x-2). 

2. El polinomio Qy=x”-2 no es reductible so- 
bre Z y Q. En efecto, pese a que Qiy) =x°-2 
se descompone así: Q) =(x+V2)(x -y2). 
Los polinomios lineales (x+ /2) y (x - /2) 
no están definidos sobre Z y Q, 


1.4. POLINOMIO PRIMO O IRREDUCTIBLE 


Un polinomio P de grado n21 es primo o irre- 
ductible sobre un conjunto simplemente si no 
es reductible sobre dicho conjunto. 


a A A E NE OS areen qe A 
MA A a & taara Ea a: - PE Pri de z 


ri o x Perei» 
RE, ; A > 


Ejemplos 

l. Vimos que el polinomio Oíyué-2 2 no es 
reductible sobre Z y Q, entonces podemos 
decir que el polinomio Qp9)=x* -2 es primo 
o irreductible sobre Z y Q. 


2. El polinomio Piy=x? -9 no es primo sobre Z. 
En efecto, Py se descompone así: 
P= +3) (x-3). 


3. da polinomios primos sobre Z y Q son : 


y +x+1; Boy x+; h= +à lae z*) 
Fix; y= x?+xy+y*; Gi: =x -xy +y”; 
Hix: y =0axX by, asbe r 5 


Teorema 
Todo polinomio lineal con coeficientes enteros 
es primo sobre Z y Q. 


Ejemplos 

+ El polinomio lineal P(¿=3x+1 es -u so- 
bre Z yQ. 

* L; y =2x+y-5 es un polinomio lineal, en- 
tonces es primo sobre Z y Q. 


1.5. FACTOR PRIMO SOBRE Z 


Sea fœ un factor algebraico de un polinomio 
Pi sobre Z. Diremos que fo) es un factor primo 


- de Piy si es un polinomio primo (sobre Z) con 


coeficiente principal positivo y coeficientes pri- 
mos entre sí (PESI). 
Por ejemplo, el polinomio lineal fy=2x+1 es un 
factor primo del polinomio Pry= 2x1 sobre Z. 
En efecto 
*  f(y=2x+l es un factor algebraico de 
Pt =2x*-x-1, pues se descompone así: 
P(y=0x+ DG-D. | 
*  f(y=2x+l es un polinomio lineal primo so- 
bre Z. 
*  fíy=2x+l tiene coeficiente principal 2>0 y 
sus coeficientes 2 y 1 son PESI. 


«Capítulo Vil: 'Factorización de 


re” A s Pti 2442 


re: tahke 
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1.6. DEFINICIÓN DE FACTORIZACIÓN SOBRE Z 


Factorizar un polinomio de grado n>1, reducti- 
ble sobre Z, es descomponerlo en la multiplica- 
ción indicada de sus factores primos, o poten- 
cias de estos, sobre Z. 


Ejemplos 

i. El polinomio Py=2(+40+1)(2x-1) está 
factorizado sobre Z. 

2. El polinomio Q(y=3(x- DUx?-2) está facto- 
rizado sobre Z y Q. 

3. El polinomio R; x) = 5(x? +1)(x +/2)(x - 4/2) 
está factorizado sobre R. 


1.7. CONTEO DE FACTORES PRIMOS 


El número de factores primos de un polinomio 
factorizado sobre Z se obtiene contando los 
factores primos que se encuentran como base 


de una potencia y que contienen al menos una 


variable. 


Ejemplos 

1. El polinomio factorizado sobre Z 
P(y=2%(-3)IQx- 1)(x+1) tiene tres factores 
primos lineales: (x-3); (2x- 1) y (x+1). 

2. El polinomio factorizado sobre Z 
Qix; =x- 2r- N(x) tiene cuatro 
factores primos; tres lineales: x; (x-y) y 
(2x-1) y un cuadrático: x2+y?, 


2. Métodos para factorizar 


2.1. MÉTODO DEL FACTOR COMÚN O 
AGRUPACIÓN 

Se aplica en polinomios cuyos términos tienen 
una o más variables (o constantes) comunes. 


Por ejemplo, el polinomio definido sobre Z 


Pr y=2y+3xy*+xy muestra variables que se 


repiten, las cuales deben extraerse elevadas a 


su menor exponente así: 


Piy; y=Xx"yQx+3y+1), con lo cual el polinomio 
está factorizado sobre Z. 


Puede ocurrir que todos los términos de un po- 
linomio no tengan factor común, entonces agru- 
pamos convenientemente aquellos términos 
que si lo tienen para extraer el factor común. 


Por ejemplo, para factorizar el polinomio 
Pix y; JEX 4XY+ZX+ZY+X+Y sobre Z procede- 
mos así: 


Agrupamos de dos en dos los términos del poli- 
nomio y extraemos el factor común 


Pix y; 2) =x? txy+zx+zy+x+y 
> Pays ty za ty ++ y) 
> Piy = +y) (x+z+1) 
Con lo cual el polinomio está factorizado sobre 
ZyQ. 
2.2. MÉTODO DE LAS IDENTIDADES 


Aquí aplicamos las identidades de los productos 
notables para factorizar polinomios. 


Ejemplos 


l. Para factorizar el polinomio P¿y=x"-16 so- 
bre Q, aplicamos la diferencia de cuadrados. 


P-o} -4 > Pr9y= +4) (2-4) 
Piy=L+4)(+2(-2) 


Con lo cual el polinomio está factorizado 
sobre Q. 


2. Para factorizar el polinomio R(y="+y* so- 
bre Q, aplicamos la suma de cubos. 


Rix) =x? +° 
— Rop =(x +y? -Xy +y”) 


Con lo cual el polinomio está factorizado 


sobre Q. 
La AA VEEE TAE: VAEA, Ni. 
MES DAGA air A 


E casio VIE FSA tor ápión 


t e 


2.3. MÉTODO DEL ASPA SIMPLE 


Se aplica para factorizar polinomios de la si- 
guiente forma: 


con ABC#0 a {min} <N 


Esquema y procedimiento 
Fig: y) =Ax""+Bx"y"+Cy" 
ax” Mi a 
a,x” cay” — aC" y" 
Bx"y™ 
Debe cumplirse 
9 ax” “aX” =Ax? n 


3 ciy" -coy =Cy 
* ax cy" +a cy =B Y" 
- Luego, los factores se toman en forma horizontal. 


Pix; y=(ajx"+c y axey") 


Ejemplos 
l.  Factorice el polinomio 


Pt; y) =312+20xy+12y? sobre Z. 


- Resolución _— 
Esquema y procedimiento 


Pi, y =302+20xy+12y? 
3x 2y — 
y JO 
x y — 18xy 


20xy 


Luego escribimos 
Pix; y=(8x+2y)(+6y), el cual está factoriza- 
do sobre Z. 


2. Factorice el polinomio 
R()=14x?-3x-11 sobre Z. 


Resolución 
Esquema y procedimiento 


R¿y=10é-3x11 


Luego escribimos 
P(y=(14x+10DG<-1), con lo cual Piy está 
factorizado sobre Z. 


Teorema 

Un trinomio cuadrático definido sobre Z que no 
admite aspa simple no es factorizable. 

Por ejemplo, el polinomio $; =x*-3x+1 no ad- 
mite el aspa simple. Por lo tanto, S(y=x?-3x+1 
es primo sobre Z. 


2.4, MÉTODO DEL ASPA DOBLE 


Se aplica para factorizar polinomios en dos va- 
riables con seis términos de la siguiente forma: 


con {m;n} a N 


Esquema y procedimiento l 
Py y AA By + Cy "4 Dx" +Ey "+F 
A A 


Debe cumplirse 


ax cy Pa cy =B" y" 


e Cay" fa+cay”-f =Ey” 

* ax" -fo+aryx" A =Dx" 

Luego, los factores se toman en forma horizontal. 
P: y=(a "+0 y"+h)la2 "+07 +h) 


Ejemplos 
1.  Factorice el polinomio 


Po y =15:+11xy+2y?+16x+6y+4 sobre Z. 


Resolución 
Esquema y procedimiento 


Po, y =15+11xy+2y?+ 16x+6y+4, 


Verificamos 

e 5x y +3x"2y=1lxy 

e  2y-24y-2=6y 

e  5x:2+3x:2=16x 

Luego, Pir; y=(5x+2y+2)0x+y+2) está fac- 
torizado sobre Z. 


2.  Factorice el polinomio 
Ob: y=20x7+22xy+6y?-38x=17y+7 sobre Z. 


Resolución 
Esquema y procedimiento 


201"+22yx+6"- 38x—17y+7 


Luego, Pi; y =(5x+3y = TUx+2y-D está 
factorizado sobre Z, | 


2.5. MÉTODO DEL ASPA DOBLE ESPECIAL 


Se aplica para factorizar polinomios de cinco tér- 
minos y de una variable de la siguiente forma: 


conn e N 
Esquema y procedimiento 
Py Ax +B +C” + Dx "+E 


an IES 


Balance 
Tenemos (ayes+aye¡Jx” 


+ (far Mery” ) 


Falta (C-a¡e»-aye)x 
Debe cumplirse 
e ara ay” Br 
* fia ey+fox” e =Dx” 
Luego 
Pozla "+ ela +h +e) 
Ejemplo 
Factorice el polinomio 
Pro +35+D+7x+86 sobre Z. 


Resolución 
Esquema y procedimiento 
Po yaa Tx +7x+6 


Scanned by CamScanner 
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1. En el polinomio Piy) =31"+2x-1 se tiene 
Pe NAAA 


A) 


LA A 


> Píy)=3-2-1=0 
Por lo tanto, — 1 es raíz del polinomio P. 
2. Enel polinomio Qi y=2y* -y”-8y+4 se tiene 
lo siguiente: 
. Q=20)-(2-8(9+14=0 


> Qp)=16-4-16+4=0 


Y (JJ aj 


Por lo tanto, 2 y > son raíces del polinomio Q. 


¿Cómo determinar las posibles raíces racio- 

nales? 

Dado el polinomio 

Pyza +a a A x Ap 

con apa, +0 

Las posibles raíces racionales (PRR) de P están 

dadas por 
PRR==< divisores de jan! 

divisores de |a| 


Por ejemplo, para el polinomio 


Pr9=3 +? -12x +x-4 


se tiene 
divisores de ma 
PRR = £4 —_———_—____— 
l divisores de |3] 


Ejemplo 
Factorice el jaiii P= =x*-7x+6 sobre Q. 


Resolución 
En el polinomio Pip =x”-7x+6, note que 
Pqy=1*-7(1)+6=0, entonces 1 es una raíz de Poy. 


PAR = — |; pogaá 


A ; 

l 
| ; 
+ 

1 

| 

| 
hna gata 


Si el polinomio tiene alguna raíz racional, nece- 
sariamente debe estar en este conjunto. 


Corolario 
Si ay=1 (polinomio mónico), entonces 


PRR=1 (divisores de ja.) 


3.3. MÉTODO DE LOS DIVISORES BINÓMICOS 


Se aplica para factorizar polinomios de grado 
n22 de una variable y que admitan por lo me- 
nos un factor lineal. En el procedimiento de este 
método utilizaremos el siguiente teorema. 


Teorema del factor 
Sea P( un polinomio de grado n21. El número 
a es raíz de P «+ (x-a) es factor de Pi. 


- Corolario 


P= 0-0) qg) 


l P 
donde Qy) = T (x) + 


de Ruffini. Por ejemplo, en el polinomio mónico ` 


se halla aplicando la regla 


P(y=+2x- 12 se observa que 
PRR=+ (divisores de |-12|) 
> PRR=411; 2; 3; 4; 6; 12} 
Evaluamos para x=2: P) =2%42(2)-12=0 
Por lo tanto, 2 es una raíz de Piy). 
Por el teorema del factor, (x- 2) es un factor 


de Pio- 


Por lo tanto, P(¿=(x-2):q(,). Así ya iniciamos la 
factorización de Piy). 


it EAN “TIA t VRAY 
ni VA ie pa A PES Sed PIR 
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Teorema 

Todo polinomio cúbico sobre Q 
P(¿¿=ay*+a1+a9x+43; ag+0 que no admite 
raíz racional, no es factorizable sobre Q. 


Ejemplo 


Luego (x- 1) es un factor de Piy 
> Piy=(x-D-9() 


F, 
Hallamos Q(,)= Pe aplicando la regla de Ruffini 
> Io =*+x-6 


Como q(y=(x-2)(x+3) 
=> P=- 1)(x-2)(x+3) 


Por lo tanto, P(¿=(x- Dx-2)x+3) está factori- 
zado sobre Q. 


cannea py vamocanner 


PROBLEMAS RESUELTOS `` 


Problema N.? 1 


Si f(y=x+2 es un factor algebraico de 


Pyy=4*+mx- 14, calcule el valor de fs 


Resolución 
Como f(¿=x+2 es factor algebraico de 


és P, 
P, E MES is — MÁ antanroas “Q) ec avartaa 


El polinomio P =x°-4x+1 es mónico, luego 
sus posibles raíces racionales son los divisores 
de 1; es decir, PRR={1; - 1). 


Luego evaluamos así: 
Py=W-4-14+1=-2%0 
Po p= -4 1)+1=4+0 
Note que el polinomio P(, no admite raíz ra- 


cional, luego no es factorizable sobre Q. Así, 
Py =-4x+1 es primo sobre Q. 
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Problema N.° 3 
Factorice el polinomio S(y=x?-2x?-4x*+9x-2 
sobre Q. 


Resolución 

Como el polinomio Sy} es de cuarto grado, lo 
primero que pensamos es aplicar el método del 
asna doble especial. pero podrá verificarse que 


- WO) LEA ve. q..».. e. y Weryyw rotor 7 BD A ESA MS YI 


i (x) el polinomio no se puede factorizar por este mé- 
áx +mx-14 jeja como residuo Riy=0. todo. Entonces nos queda la opción de aplicar el 
di método de los divisores binómicos. 


Luego 


cad , Notamos que Sy =*-2-4r*+9x-2 es móni- 
Rig =P (1946-"+m2)-14=0 co, luego sus posibles raíces racionales son los 
> 64-2m-14=0 > m=25 divisores de 2; es decir, PRR= (1; — 1; 2; -2). 
Luego fimy=fo5)=25+2=27 Luego evaluamos 
S= -22-42 +92)-2=0 
3 = y =Y27 = 
> Mm Vs Y/27 =3 Entonces 2 es una raíz de Sq, luego (x-2) es un 
o factor de Sg). 
o S, 
Problema N.° 2 Asi: Sy=0-2D)d > d= (x As 
Indique cuántos factores primos sobre Q pre- 
senta el polinomio Aplicamos la regla de Ruffini 


Fix; y =X ayy le 4 y! 214? ) 


Resolución 
Note que x14+21%y+y%=(x*+y"P 
Luego escribimos de q= -4x+ 
Fy ya bey -+y (14) Recuerde que qix es primo. 
Luego, Siy=(x-2DL-4x+1) está factorizado 
so 2 xX 
=> Fig y =+” L?+y?-1-y ] sobre b. 
> Fey=te h- 
> Fogy =L4y2) (x+) (x-1) Problema N.° 4 
Se descompone 


Luego, el polinomio está factorizado sobre Q y 


' : Pa:b) =0°-ab°+a°b-b?+a°-b?° en factores li- 
tiene tres factores primos; l 


neales. Halle la suma de dichos factores. 
(x+y); œ+) y (x-D UNMSM 2004-11 


> Hz CAER A AE, 
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Resolución Reemplazamos la variable original 


Se tiene el polinomio P. ml- 56 e —x-6) 
E: PA O A á 
Rab) = 4 - ab” + atb-b"+*a -b° els xn) -3 


, x 7x 2 
Agrupamos convenientemente 


Pia; p=ala?”-b)+bla?-b)+la*-b°) P= -8)x+7) x -3)x+2) 


Pia: a= S ba +0+1) Por lo tanto, P tiene 4 factores primos. 


PD. ..=(14t4hn Al nhy <o ing ENEA 


o A A Ls AS A 


Por lo tanto, la suma de los factores primos li- 
neales es 


a+b+a-b+a+b+1=3a+b+1. 


Problema N.° 5 
Factorice el polinomio 
P(y=(-5)(-7)+6)(r+4)-504 


sobre Z, e indique la cantidad de factores primos. 
Resolución 
Se tiene el polinomio 
Ry) =(X — 5 HMx + 0) (x + 6)(x 7) - 504 
Multiplicamos convenientemente 
Poy =L2-x-206-x-42)-504 
Hacemos el cambio de variable: x?-x=! 
P(9=(t-20)4-42) -504 
Pg=! -62t+840-504 
A 
t —6 


Piy=(0-56)U-6) 


Scanned by Camscanner 
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° Qu=2x+3x?-] Otra forma 
: TR.. 
E i i Factortame R¿y=x"+4 por aspa doble espe- 
PRR=}|—— ~} = tiil cial, así: 
divisores de 2 1,2 2 

i Roo =x +00 +0: +0x+4 
Tomamos x=- y aplicamos la regla de 
Ruffini 2 x En » 


Problema N.“ 6 


Halle el factor primo común de los polinomios 
sobre Z. 


Py9=27-5x*+1 
Q(y=2* +3 - 1 

UNALM 2005-11 
Resolución 


Factorizamos los polinomios por el método de 
los divisores binómicos. 


e P= -5x 
divisores de 1 1 | a! 
= as Y: + A, E e aa 
a s sores de >) F 3l n E 


Tomamos x => y aplicamos la regla de 
Ruffini 


Luego 


Rar -i)e -4x-2) 


> Riy=(2x-0 (2-2x-1) 
primo cuadrático 


PA 2 
qe E 
t t t 


Se tiene Falta Se debe tener 


Luego Riy=L+2x+2)L2-2x+2) 


Entonces 


Problema N.* 8 
Rx)= (x 73 Je: 24+4x+2) Factorice el polinomio sobre Q. 
S O ++ 
Piry=(2x-D6+2x+1)=(2x- Mx +0? 
Resolución 


Por lo tanto, el factor primo común es f; (x) =2x-1. Note que Siw x +x+1 no admite raíces raciona- 


les, luego no es factorizable por el método de los 
divisores binómicos. 
Problema N.* 7 


l f Para su factorización escribimos el polinomio así: 
Factorice el polinomio sobre Q. 


Sa=—xil+al+a+l 
(o) —— 


R (x) =x1 +4 
$) =0-1)+0+x+1) 
nera Sx x- 00444 dta+ 1) 
Escribimos el polinomio así: 
Riy=+4x 44-47 S= txe- D+] 
Sozht x+- 
Riy=L +2)? (20? ea. 
Como 


- 2 
Riy=69+2+2x107+2-2x) *  f(y=x"+x+l no admite aspa simple, enton- 


ces es primo sobre Q. 
° gwy =x -xI no admite raíz racional, en- 
tonces es primo sobre Q. 


R wW) = (+2 +2) -2x+2) 


Note que los polinomios (x°+2x+2) y (x?-2x+2) 


son primos sobre Q (no admiten aspa simple), Por lo tanto, S= x+) está facto- 
luego Rg) está factorizado sobre Z. rizado sobre Q. 


A 


p Prosiem as PROPUESTOS 
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NIVEL BÁSICO 6. Si el polinomio sobre Z 
f¡y=x(Qx+a+b)+a(b-a) 


1. Indique la cantidad de factores primos del admite solo un factor primo, calcule el valor 


polinomio o 5 
312, p3,2 al a 
Pía; =T b" +b" c -ac b”. es 
A) 1 ; B) 2 C) 3 A) 1 B) 2 * o 1 
D) 4 E) 5 ( 2 
D) 4 "Hl 
2. Si f¡y=X-1 es un factor algebraico del po- 3 
2 
linomio Pyy=2x”- ax+b"-2 con P= 7.  Factorice el polinomio sobre Z | 
calcule el menor valor de a+b. Po: ya +2y?+3xy-5x-8y+6 


e indique un factor primo. 
A) 6 B) 4. C) 2 
nn An rn 9 a ¡OS 


e 


Pl. ANA = 


se Mee P 


DJ) Y >< _ — += 
3. Indique cuántos factores primos tiene el po- 

linomio : 

fin pp An mp m-n). 


E) 2 
E) 0 


A) 4 B) 3 


D) 1 


4. Dado el polinomio 
Six; py=be+x-y) q -x+y), 


¿cuál de los siguientes polinomios no es un 


factor primo de S? 
A) x B) x+y C) 2x 
D) 4x E) x-y 


5. Dado el esquema del aspa simple 
Q(¿=8x'-mx+(n+2) 
A E. 
me -(n+2) 


indique el factor primo sobre Z con menor 
suma de coeficientes. 


ON) 2x+l B) 2x-1. 0) 1%2 
D) x*-2 E) 2-4 


11. ¿Cuántos factores primos tiene el siguiente 
polinomio? 
Moy=*-2-x2-2x+ 


A) 1 
D) 4 


B) 2 C) 3 


E) 5 


12. Si fqx es el factor común de mayor grado de 
los siguientes polinomios: 
Poy= Le - 4 +5x 2-3) 
Q0)= 6-5: +8x-4)(x-1) 
entonces indique el valor de fya). 


A) 0 
B) 2 


ri A 


10. 


15, 


16. 


A) xX +y 3 
B) x+2y-2 
0) x+y-2 
D} x-2y+2 
E) x+y-3 


Calcule la mayor suma de coeficientes de 
un factor primo del polinomio 
Py 400 (+ -3(x+2). 


C) 6 
E) 8 


A) 4 B) 5 


D) 7 


Sife&y=ax+b es un factor primo del polino- 
mio Pi9=2é-3+1 sobre Q, evalúe figy 


gso 
E) 0 


A) 5 B) 4 


D) 2 


Factorice el polinomio sobre Z 

Py=0 a +4 -x-2 

e indique el factor primo con mayor suma 
de coeficientes. 


C) 3x-2 
E) +1 


A) 3x+2 B) 2x+1 


D) +x+1 


Si f(x) es el factor primo de mayor grado del 
polinomio sobre Q 


Py 0-22 +7" -8x+4, evalúe fi). 


NIVEL INTERMEDIO 


¿Cuántos factores primos tiene el siguiente 
polinomio? 
Fimin py Hmm +p(man)- (mean) -p(14+mn) 


A) 1 
D) 4 


B) 2 cC) 3 


E) 0 


13, 


14, 


21. 


NJ 3 
D) 9 
E) 15 


«Respecto al polinomio sobre Z 
Qt =21 +3x e i; 
indique lo correcto. 


A) Tiene tres factores primos. 

B) f( es un factor primo tal que f(;)=0. 
C) Un factor primo es g3=2x+l. 

D) La suma de sus factores primos es 3x. 
E) Y fw factor primo: f=] 


Dado el polinomio sobre Q 
Rey=-2 4x1, 
indique lo correcto. 


A) Tiene tres factores primos. 

B) Tiene un factor primo cuadrático. 

C) Sify es un factor primo, entonces f(y,=1. 
D) Tiene una raíz racional. 

E) Si 8w) es un factor primo, entonces, 


8(y=-1. 


Halle uno de los factores primos del dió 
mio sobre Z 
Tíx; y =X tia 


c) xy+1 
E) y+a 


A) x+y+a B) x+y 


D) x+b 


Si el trinomio Pam? -(2m+1)x+m ad- 
mite al menos un factor primo sobre Z, 
calcule el menor valor positivo de m. 


C) 6 
E) 12 


A) 2 B) 4 


D) 9 


Luego de factorizar el polinomio 

Qt; y=15: + Ixy + 2y + 16x+my +4 
se obtiene un factor de la forma 

f(x y =ax+by+c. 

Calcule el valor de fa. _». 


té, 


19. 


25. 


26. 


. Respecto al polinomio sobre Q 


RESPECIO al ponnormo 
fim; n) =mim?+mn—1)-nín?+mn- 1), 
indique lo correcto. 


A) Admite un factor primo cuadrático. 
B) Un factor primo es (m-—n+1). 

C) Un factor primo es (m+mn-1). 

D) No es factorizable, 

E) La suma de factores primos es 3m. 


, Determine un factor primo del polinomio 


Pa; =(a+b)la?*+3ab+07)-Gabla*+ab+b?) 


A) a°+b 

B) a?+b? 

O) a-b 

D) a+b 

E) at+ab+b? 


Si ftx) es un factor primo del polinomio 
Pey=(a+Dx*+(3a+1)x+2a-2 
tal que f(=4, calcule el valor de a. 


A) 0 B) 2 a 
D) 3 E) -4 
AAEREN - a: > de roads 
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Si -2 es una raíz del polinomio 

P(y=2x* +4 mx+2 y S(y=ax+b 

es la suma de los factores primos, calcule el 
valor de S). 


A) -6 B) 4 O 6 
D) 8 E) 10 
Sim es una raíz racional del polinomio 


fi =2-(m-1)x+l Y 2) 
es un factor primo cuadrático de fg, halle 
el valor de gim) 


C) 1/2 
E) 3/2 


A) -1/2 B) 3 


D) 1 


Faz TS. al 2x+3, indique lo correcto. 


23. 


24, 


Ms Y 


A) 0 B) 2 
D) 5 E) 8 
Indique el factor primo común de los si- 
guientes polinomios. i 
Pix: y=3x*4+5xy+2y” +2(8x+7y)+52* 
Oy =y-(004+2xy -3z(+y) "~ 
B) x+y-4z C) x+2y+5z 

E) x-2y+2z 


A) x+y+z 
D) x-y+z 


.Factorice el polinomio 


Se; =X +2x y +41 y +3xy -4y* 
e indique un factor primo. 
A) fæ: =x xy ty 


B) fe; ya -xy+y° 
O fiy "xy +2y 


D) frx: yy -2y 


E) fay=Ay-y 


ESPE E 
ping 
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30. Respecto al polinomio sobre Q 
fro- 1)”+x, indique lo correcto. 


A) Es primo. 

B) Un factor primo es x%+x-1. 

C) Un factor primo es x° +x+1. 

D) Tiene tres factores primos. 
E) Un factor primo es x*-x+l. 


31, Si el polinomio sobre Z 


P(y=3abx*+(2ab+3a+30)x*+(2a+2b+3)x+2 
admite solo dos factores primos, calcule el 


valor de £. 
b 
B) 2 


E) 3 


32. : Respecto al polinomio sobre Q 


— 


A) Tiene tres factores primos. 

B) No es factorizable sobre Q. 

C) No es primo sobre Q. 

D) Tiene un factor primo cuadrático. 

E) La suma de factores primos es 
S =x? -2x+2. - 


Si fġ es un factor primo del polinomio 
Poy= +2 —x46, 


calcule el mayor valor de fg). 
A) 2 B) 3 O 4 
D) 6' E) 8 


. ¿Cuántos factores primos admite el siguien- 


te polinomio? 


P= tatt) e 


A) 2 
D) 5 


B) 3 


33. Indique el mayor grado de un factor primo 
del polinomio sobre Q. 


Pr =P +T0-6x+6 


A) 2 
B) 3 
O 4 
D 5 
E) No es factorizable. 


34. Respecto al polinomio.sobre Q 
fu =(x-3+81x, 
indique un factor primo. 


A) 12+3x-9 | 
B) x*-x+1 

C) x-3x-9 

D) x*-3x+9 

E) No tiene. 


Roy +x +x xl, 
indique lo correcto. 


A) Esprimo. . 
B) Es reductible. 


35. Luego de factorizar el polinomio 
Pry=2 +17 -2x*+2x 4x1 sobre Z, se ob- 
tiene un factor de la forma 
(y=+mx+n. Calcule el valor de mn. 


C) Admite dos factores primos cuadráticos. 


D) Tiene un factor primo lineal. 
E) Admite un factor primo cúbico. 


> pee 
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1. Sistema de los números complejos 


El sistema de los números complejos es el con- 
junto € de todos los pares ordenados de com- 
ponentes reales, z=(x; y), y dos operaciones lla- 
madas adición y multiplicación tales que, para 
cualesquiera dos elementos que pertenezcan a 
C, como por ejemplo z,=(xy; y1) y 22=(%3 Y2), 
se definen 


Números complejos | | 


A) 2 B) 1 O 2 

D 4 _EDS6 
h 
p 
Í 
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j 

AE A 
PE A z ca Pi r 


> coan e a a Ñ 
a OERE is Y pu > Ej a - 
A a A IAS 


Capítulo VIII 


sala resolución de je ecu ER 


1.2. RELACIÓN DE IGUALDAD 
Sean Z,=X¡+y¡1 y 23=x2+yoí dos números com- 
plejos. Luego 


Ejemplo 
Si los complejos z¡=(2x-D)+4i y 22=5+(y+2)i 
Y 


Z1+23=(1+X9; Y 1+Y2) (adición) son iguales, calcule el cociente y 


Z¡"Z2=(x1X9-Y Y z; X1Y9+X2Y1) (multiplicación) Sedini 

Z=Z} Y (2x-1)+4i=5+(y+2)i 
1.1. FORMA CARTESIANA O BINÓMICA DE UN e 2x-=l=5 » y+2=4 
NÚMERO COMPLEJO 


| ES x=3 a y=2 E E-> 
Teorema á 

Todo número complejo z de la forma z=(x;Y) 4 3, ADICIÓN DE NÚMEROS COMPLEJOS 
será posible expresarlo como z=x+yi tal que 
¡=/-1 se denominará unidad imaginaria. 


Es decir, z=(x; y)=x+yf; ¡=/-1 


Sean Z,=X +Y¡i y Z2=X2+y2 dos números com- 


Ejemplo 
z=(2; 3) =2+31 Ejemplo 
w=(0; 3) =0+3i=3i Sean los números complejos 
Si z=3+2i y w=2+8i tal que į = J-i. 
i 
, Re(z) =x: parte real de z Entonces l w 
Z5XEYI | m(2)=y: parte imaginaria de z z+w=(3+20)+(2+80=(3+2)H2+8)i=5+101 
Lumbreras Editores e j 
1.4. MULTIPLICACIÓN DE NÚMEROS De todos estos, el más importante es y-1; al 
COMPLEJOS cual denominaremos unidad imaginaria, cuya 
Sean Z¡=X1+y][ y 22=X9+y9i dos números com- notación universal es 
plejos. Luego 
i ——— e ES ¡=V=1 
Caty" barr IDA ti 
Ejemplos 
SEE l . J16 = 16C) =/16V-1 =4i 
Sean los números complejos 
z=3+2i y w=2+8i tal que ¡=V-1. e v5 =y50)) =V5V-1= 5 
Entonces 2. Unidad imaginaria 
z w=(3+2i)(2+8i) El número complejo (0; 1) es la unidad imagina- 
=(3(2)-2(8)+(3(8)+2(2)í ria; tiene la particular notación ¡=(0; 1). | 
=(6-16)+(24+4)í=-10+28i Teoremal y 
P=-1,30, 0 
1.5. REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA (PLANO puesta Pa 
DE GAUSS) 
: T 2 
En el plano cartesiano denominaremos al eje Y aiii ye EE: 
NYER U Neyi- 


como eje imaginario y al eje X como eje real. 


Sea 2=a+bií;,a<0 a b>0 
Entonces, su representación en el plano de 2.1. POTENCIAS ENTERAS DE LA UNIDAD 


Gauss será como sigue: IMAGINARIA 


ovanneu yy Lamocanier 


Y+ (eje imaginario) 


X (eje real) 


OP es el radio vector del complejo z=a+bi 


1.6. CANTIDADES IMAGINARIAS 


Son aquellos números que resultan de extraer 
una raíz de índice par a un número real negativo. 


Ejemplo 
V-ī; 42; 4-5; 2/16 donde n e N 


Propiedades 
Se observa principalmente que 


it=1; i P=1; ¡¿2=1; és 


Esto implica que la unidad imaginaria elevada a 
un múltiplo de cuatro es igual a la unidad. Por lo 
tanto ¡*=1 


¡del 


Bl 


eb Y 7 A E 
A AA 
ds 102; Ea AES 


Estudiaremos el comportamiento del número 
i"; Y ne Z, teniendo en cuenta las siguientes 
definiciones: 


e isi e Psi P=- 
. P=] . aitita 

» Paria . Pda 

©. ÉPP- š pahta- 
e Ď=itisi . =P Pu 
e. ¡af > Pa 


Se observa que las potencias enteras de ¡se re- 
piten cada cuatro veces y solo toman uno de los 
cuatro valores i; — 1; ~i; 1. Esto merece una espe- 
cial atención. 


Fs zy E = 
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Propiedades 


Sea į = V-] la unidad imaginaria 


a. HPA PS =O 

b. RRA ARRE Y RE Z 
co Pepi pRintizo yvneN 
Ejemplo 


Calcule S=1 +i HPHP tE. i. 


Como l=¿ 


Resolución 


pooo. entonces 


Si 00 pt ¡1999 


S=iH PHPH HPH IR? 2000 
AA E ii 


Se observa que cada cuatro términos se obtiene 
como suma cero; entonces $=0. 


3. Tipos de números complejos 


3.1. COMPLEJO REAL O PURAMENTE REAL 


Es aquel número complejo que carece de la 
parte imaginaria; es decir, su parte imaginaria 


Se mn? 


Teorema 


Ejemplo : 
Calcule E=948241783 ,¡-241_ 3.2. COMPLEJO IMAGINARIO PURO 
Resolución Es aquel número complejo que carece de la 


parte real; es decir, su parte real es cero; ade- 


Se observa que 
más su parte imaginaria es diferente de cero. 


¡3682 = ¡ue na al 
$ Notación 
ne e ¡u3 =- ¡ 
o o Š iay YY A Rio 
¿21l M, 3) = ¡43 z w, EA a AS E] 
>ocuanmea py vamocanner 
T AMS A LE RS Eg ARA a PER A E PA vime} 
i AA £ ÑO » EEN z, E E 2. EVENTE 5 A ï zi imma e ; Ex 
E å A . 
3.3. COMPLEJO NULO f Propiedades 
Es aquel número complejo que presenta la par- Zi Z; z€ C 
te.real e imaginaria igual al número cero; es de- 
cir, las dos componentes son nulas. a. z=Z & zes complejo real, 
Notación A 
b. 72=2 
ú c. z=-z=Z* é z es complejo imaginario puro. 
Definiciones 
a. Dado el complejo z=x+yi, se define el com- d. 2z+2z=2Re(z) 


plejo conjugado de z, denotado por Z, Como E 
e. z-z=2iIlm(z) 


f. 


21127=2,+tZ) 


Ejemplo 
e z=2-3i > 2=2+31 8. 2123=2122 
. w=-142 > we-1-2 e e 
h. (2)-H:vx, 2 (0; 0) 
b. Dado el complejo z=x+yi, se define el com- 21 2 
plejo opuesto de z, denotado por z*, como i. (21) o Ninen 


i (Yz)=Vz;vneN 
Ejemplos 

e 2=3+42 > z*=-3-J\/2i 
e 2=-l+5i > 2*=1-5i 

e z=5-2i => 2*=-5+2i 


3.4. DIVISIÓN DE NÚMEROS COMPLEJOS 
Sean los números complejos z;; Z3, 22%(0; 0). 


Para efectuar la división a, habrá que multipli- 
dl 2 


+» e TE sam i ui ó 


y o Je EA AA INN A, 


1 


Representación geométrica de ¿=x+y1 
(x> 0.1 y>0), se conjugado y su opuesto 


cannea py vamocanner 


ma pe EEA ASE 


Ejemplo 
Efectúe 


c(i 1+3i = =) 
5+2i 

Resolución 
Multiplicando se tiene 


_2-31+6i- 91 _ 1143: 
5-5i+2i-25* 7-31 
q (030) (143) 
7-31 ) I7+3i 
_71+331+21i + 91% 
49-96 
> 2 cti A 
58 58 58 


4. Módulo o valor absoluto de un 
complejo 


Dado z=a+bi, el módulo o valor absoluto de z 
es un número real no negativo denotado por |z] 


tal que |zl= va? +b°. 


eje imaginario ` 
(a; b)=a+bi 


BN $ 
Hi e A Ta e 
EA EI a To FA PE TA A T qu A e 
A ATM AE: EA ee E pa A A G 
An iD A EE E pá Eb E CA e y AN A M 
i A a > 1 "PRES TS 


Car a 21 Y 49 por 27 con 10 Cual se oObliene 


z¡=a+bi, z3=c+di 


21 _a+bi _(a+bi)(c-di) 
Zy c+di (c+di)(c-di) 


2. (ac+bd)+(bc -adi 
22 C 24 a? 
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SEN a i. 
ase SS 


a 


Ejemplo 
Halle los módulos de los siguientes complejos. 
+ z=3+4i 


Resolución 


. lal=V37+42=/25=5 
fl 


k 4 NOTA ——- : Em 
Vabe R: zza => > la 
bla ol 


Propiedades 
De la definición de módulo se desprenden las si- 
guientes propiedades, sean Z; Zy Zy € C: 


a. |z|>0;|z|=0 e z=(0;0) 
b. |z|=[2|=|2*| 

ec. |zli=z-z 

d. |Re&)|< |z]; Im) < |z| 


e. |zzaļ=|zı| |z2l 


lr | ls | s ET TA, 


ovanneu yy Lamocanier 


5. Potenciación 

La potenciación en forma binómica tiene mu- 
chas limitaciones; por ello, se utiliza cuando las 
potencias son pequeñas. . 

Ejemplos 

> (10) =14+2+2=2i 

. (1-0%=1-2:4+8=-2i 

e (140Í=21(141)=-2+21 

e (1-0) =-21(1-1)=-2-2i 

«(10 *=[a+07=(20?=-4 
(1-0 Pa 


Se observa de los dos últimos ejemplos 


a 


Resultados importantes 


6. Radicación en C 


En la forma binómica estudiaremos la raíz cua- 
drada, en forma general se estudiará con base 
al teorema de De Moivre. 

Mostraremos que la raíz cuadrada de un com- 
plejo z=x+yi admite dos raíces de la forma 
w¡=4+bi y w=-a-bi. 


al lap Zo =(U;U) se 
lz”]=|21; vneN 


A =4zlYneN; n22 


|z,+221<|z,1+]22) 
(desigualdad triangular) 


||z11 [2211 <|z1-z2] 


Definición 


La raíz cuadrada de un número complejo z es 


un número complejo w tal que w° =z. 


Respecto a la raíz cuadrada de números reales 
positivos, probaremos que la raíz cuadrada de 
un número complejo siempre existe. 


Teorema 
Dado z e C, 3w € C, tal que w*=z 
Sean z=x+yi;z#0 a w=a+bi 


Si y > 0, entonces a y b tienen el mismo signo. 


Si y<0, entonces a y b tienen signos diferentes. 


donde (*) es el signo de y. 


Ejemplo 
Halle la raíz cuadrada de 3-4i. 


Sea w=43- 4i 


| 3+ 43% +(-4y 3+/3+(-4Y | 
+ a E a 


w=+tl(/4-i)=+(2-¿) 


-3 W¡=2-1 y Wi=-2+i 


Problema N.° 1 


Dados los números complejos 
z=x-1+4+9í y w=6+y%i, 
halle el menor valor de x+y si z=10. 


Resolución 

Por dato 
z=wW 
x-14+9i=6+y*¡i 

Por definición de igualdad de complejos 
x-1=6 y 9=y? 


de donde x=7 y (y=3 o y=--3) 


Por lo tanto, el menor valor de x+y es 4. 


Problema N.° 2 
Dado el complejo z=i"'+¡** PUE 
calcule Re(2)+Im(z). 


p10! 


Resolución 
Nos piden calcular 


PRO 


o 
Es decir n!=4 (múltiplo de 4) a partir de n>4 


Luego 


{=} 
O 
o 


A 


_ PROBLEMAS RESUELTOS 


le. 


y REET P AAA 7 A RR OYI 
E ES S | » Y $e ” RAK SS A 


« E ' ` = aE ra aA as S wal PAARE 


Problema N.° 3 
Si el complejo z=(x+1)? es imaginario puro, 
halle el menor valor de x, donde x e R. 


Resolución 
Se tiene z=(x+ 1)? 


z=x+2xi+P 
z=lx?-1)+2xi 


Como z es imaginario puro, entonces 
Re(2)=0 
x-1=0 
x=] 
x=] o x=-1 


Por lo tanto, el menor valor de x es — 1. 


Problema N.° 4 
Reduzca la expresión vil- 0/24. 
Resolución 


JUD =yi0 -Hari 


0D 
¡(8 -;?) 
=J =V(1+ 4% =1+ 


Problema N.° 5 

Sean x e y dos números reales de modo que 
(+Dx+(51-2)y=-4+17i. 

Calcule el valor de y”. 


DU A 


Por dato 
(I4+Dx+(51-2)y=-4+171 


1+14...+1 
—_—- 
7 sumandos 
z=i-1-1+4+7 
z=5+i 


Re(27)+Im()=5+1=6 


Operando se obtiene 
— x+xi+5yi-2y=-4+17i 


canmea py vamocanmer 
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Agrupamos la parte real y la parte imaginaria, 
respectivamente 
x- 2y)+(x+5y)i=-4+171 


Por igualdad de complejos se cumple que 


> 2y =-4 Y ) 
X+ 5y =17 
1y=21 
y=3 
=> x=2 
y*=3°=9 


Problema N.° 6 


Caicule el valor de b si se sabe que el siguiente 
complejo es imaginario puro. 

_5+(b+2)i 

0-0-3 


Resolución 
Como el complejo z es imaginario puro, enton- 
ces su parte real debe ser cero. 


5+(b +2) 
(b-D-3i 
=>  Re(z)=5-(b- D)+(b+2):(-3)=0 


5b-5-3b-6=0 


H 
2b-1l= b=— 
b 0 >» 2 


Como z= 


Por lo tanto, el valor de b es 11/2. 


Problema N.° 7 
Calcule E = V3 + 4i +43 -4i. 


zai +i dl nResoucion 
e, ar E 


E? =( V374 + V341) 

E? =J3+4i +2, 3443-41 + VI-A 
E? =34+414+2(3+4(3-4D +3- 4i 

E? =6+2/3? (aj? 

E? =6+2/9+16 

E*=6+2/25 => El=16 


Elevamos al cuadrado ` 
j 
$ 

! 
1 


E=4 


Dados los compiejos 


Problema N.° 8 
2=142í z,=12+21; 


23 =-5-i y Z4 =2->, 


halle el valor de 


+ 


Z-z 
A 
Z2 


Resolución 

Reemplazamos los valores de Z4; Z3; Z3 y Z4. 

21-23 
Z2 


+24 


— 
= 


1+2i-(E5-1) A 
22 2 


A i 
12+ 2 2 


-| 6+i i 


RE ARE 
26+0 2 


Resolución 
Nos piden calcular 


E =43 +4i +/3-4i 
-100 . 


Problema N.° 9 
Silzl+ z = 3- 431 (z = a + bi), halle Jlzl. 


Resolución 
Por dato 
Izl+z=3-v3i 


Reemplazamos z=a+bi 
ya? +b? +a+bi=3-V3i 

Por igualdad de complejos se cumple que 
va? +b? +a=3 y b=-43 


Va? +(43Y +0=3 y b=-v3 
vda? +3 =3-a 
Al cuadrado 


a?+3=9-6a+a? 
a=1 


Luego 
z=a+bi=1- Y3i 


Jai- dt +43 =Y4= 42 


Problema N.° 10 


Si a y b son enteros positivos y el número com- 
plejo (a+bi)*- lli también es entero, ¿cuál es el 
menor valor de a*+b?? 


Resolución 
Desarrollemos (a+bi)? por Cauchy 


(a+bi=a*+(bi"+3abila+bi) 

=a*-b%i+30*bi-3ab* 

| =a*-3ab*+(30*b-b%)i 
Luego 


2 


ES 


` O aiad ds rent: ké y 
y A RAY IO: EE, 
Abi £ 4 . mios na 
' NA e AA 


Pero por dato, (a+bi)?- 1i es entero (es un 
complejo real), entonces su parte imaginaria es 
cero. Es decir 


3a*b-b?*-11=0 
3a*b-b*=11 
bl3a?-b2)=1x11 
a ] 


Por comparación se obtiene 
b=1 y 3a?-1=11 
a?=4 


a=+2 


- Por lo tanto, el menor valor de a+b? es 5. 


Problema N.° 11 

Si el número complejo z=a+bi, con a y b núme- : 
ros reales, cumple z+įzļ=2+8i y la + bil = y @ +b, 

¿a qué es igual iz? 


Resolución 
Por dato 
z+įiz|=2+8i 


Reemplazamos z=a+bi 
a+bi+Wva?+b* =2+8i 
Ordenamos 
(a+ Va? +0?)+bi=2+8i 
Por igualdad de complejos se cumple que 
a+ Ja? +b? =2 y b=8 
Va? +64 = 2-a 


Al cuadrado 
a*+64=4-4a+a? 
60=-4a 

=- 15 


Nos piden 


-(a+bi?-1i=a?-3ab*+ (30% -b7-10i 


cannea py vamocanner 


NIVEL BÁSICO 
1. Sea z un número complejo de modo que 
3iz=6+2-108. 
Calcule el valor de Re(z)+Im(z2). 


A) -2 B) 6 C) 2 

D) 4 E 0 
2. Halle el complejo z. 

z=iti +i 4, 400 

A) 0 B) -1 O i 

D) -i E; 1 


3. Dados los complejos 
2=14+21; 2,=3-2i y z3=-2+ 1, 
determine el complejo w=2,23+iZ>. 


A) 1+ 
D) -2i 


B) -2+i C) 4-2i 


E) -2 


4. Sean a y b números reales de modo que 
(a+30*=7+30*1. Halle el mayor valor de a+b. 


A) 8 B) 6 C) 2 
D) -4 E) 0 

5. Determine el valor de ab si se sabe que 
a+ 2i MER 
b-3i > 
A) 13 B) 30 C) 20 
D 15 E) 40 


6. Calcule el valor de k si se sabe que 


l+ai a+3i : 

A M = Ki. 

a+i l-ai 

A) 5 B) 4 C) 2 
D -2 * E) 1 


£ 
Iz? la? +6?” =a? +b* =289 


nA A E A a E Pa g 1 tx “3 A x e k TAS yi 
. + Qe $ Fans SS SN 4h cdo t KOV 
i ¿A EA TIA A IN + IRA IS 
AS Vers f AR 
i da : A y . i pe 
.. ` » $ - c g e Oa: M 
air AAN A S ASA R G AS ix 
yal pl yo A GE oN , Pm 


10. 


11. 


12. 


Simplifique la expresión a 
(G+H +O+D? +.. +0. 


O) 65i 
E) -63i 


A) 65 
D) 63i 


B) 0 


Calcule el valor de J. 
J= l4 2 +22 


B) -1 C) 2i 


E) 1 


A) i 
D) -i 


Dados los números complejos | 
Zzı=2+i; Z=] -3i y 23=-5+Í, 


halle la parte imaginaria de (2,2,-¡23). 


O) -4 
E) 3 


A) 6 
D) -2 


B) 0 


Sean z=(a-D)+(b+0i y w=-a-bi dos nú- 
meros complejos de modo que z=w. En- 
tonces, ¿cuál es el valor de a+b? 


c) 0 
E) 3/2 


A) -1 
D) 1 


B) -1/2 


Dados los complejos 

z=1+2i y w=3-2i, 

calcule el valor de a+b si se sabe que 
a'z+b'w=4,a;bEeR. 


C) 4 
E) -2 


A) 0 
D) -4 


B) 1 


Calcule el valor de n—m si se sabe que 
(1420 =m-+ni. 


A) -13 
D) -10 


B) 9 C) -9 


E) 13 


14. 


A) 8 B) 1 
D) 4 E) 16 
NIVEL INTERMEDIO 
Determine el valor de Re(w)+Im(w) si se 
sabe que 
cw=zZ+22 a z=l- E 
l+i 
1+-— 
l-i 
A) 2 B) -2 O 0 
D 6 E) -6 


15. 


16. 


17. 


. Si (xp; Yo) de componentes reales es una so- 


lución de ecuación 
(1+)x+(24+50)y=-4+17i, halle y. 


A partir de la igualdad de números complejos 
3(-3)4+50-0)=3(83+20+5(1+1)+1 -i, 


determine el valor de xy. 
A) 80 B) 60 O) 70 
D 50 E) 90 
Determine el valor reducido de 
E AS 
TE. 
A) 1-i B) 2i C) 4i 
- D) 3i E) i 

De la igualdad 
(i 2- 2-2) 

+i =å +bi, 
b-ai K3+2i 
determine el valor de a+b. 
A) 2 B) 3 C) -1 
D) -2 EJ 0 


18. 


Siz e € tal que l-18+j2+18=5, indique 2/27. 


O 2 
E) 5 


A) 3 
D 4 


B) 6 


19. Simplifique la expresión 


20. 


21. 


22. 


(la 


D) 1-2í 


Si A={z 


A) 2 
D) 1 


ES RA A 
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GAIN Más ERA EIRE p2 


42 y3 


E 


B) 1+ O i 

E) 1 

e C/22+z=0), calcule n(A). 
B) 3 C) 0 

E) 4 


Si la raíz cuadrada del número complejo 
1+í es x+yi, halle el valor de 


2] 
y (y) 


Calcule 


A) 2n 
D). ni 


dos por 


2=(m-D+3i A w=5- — 


B) 1 o) -1 
E) 2 
R 
tA o gat . (n sumandos) 
TAE mi «(nm sumandos) 
-i 3- 
A+B. 
B) n? C) n/2 
EJ n 


. Sean z y w dos números complejos defini- 


i 
m 


Si zw es un complejo real, entonces, ¿cuál 


es el valor de m? 
A) -1 B) -3 
D) -1/2 


tia dE i Pan 
Lumbreras Editores k dr Aat 
24. Determine el valor positivo de n si se sabe 29. Sén ži y z2 dos números complejos de 
que modo que 
l+aiY 1 "2j en 
m ==, = į 1- — : f 
(ES) 2 21%) fı AY :neN 
Indique verdadero (V) o falso (F) según las 
N 2v2 R) 2 C) v2 siguientes proposiciones. 
D) y2 E) 1 l. z, es un complejo nulo. 
2 < IL. z, es un complejo imaginario puro. 
25. Seana yb dos números reales de modo que Ilt. Refz)Im(24)=-1 


de IV. zı siempre será un complejo real. 
a+bi=le-30"]%; ¡=/71. ı Siemp p 


Calcule el módulo del complejo (abi). A) FFWV B) VVVV C) VVFF 
D) FVFV E) FVVV 

A) 413 B) 1 CS ) } 

D) 45 E) 13 


30. Determine el área del triángulo que forman 
los complejos z; z y el origen de coordena- 


Si jiz+nt+lz+nil=0; neN;izec, 
das en el plano de Argand si se sabe que 


2000 2001 ji 
halle (= f +(2) 2 (2)?=20i. 
mM z 
A) 5u" B) 4u* C) 2u? 
A) Hi B) i C) l-i . 
D) 1-27 E) 1 D) 10u? E) 20 u* 
Sea z A E. - tal que 2=(15,) 31. En el plano de Gauss se ubican los compie- 
Eye yA 2 jos z y ù. 
Calcule el mayor módulo de x+yi. 
| 1 
A) y2 B) 342 © 242 Po S z=(a-1;b+2) 
No wslc-1; 413) 
D) 2 E) Ei O 


Si se tiene que 


$ 
f 
ab- -n 


J3 i I 43, 
wera TA y o E 
calcule el valor de Determine el valor de a+b+c si se sabe que 
(240? -2210?+100). lz|=k01. 
A) 2 - BJ 2 C) 3i A) 2 B) 3 C) 4 
D 5 


a LA 


y 
5 
E 
ja 
E 
e] 
% 
TA 
b 
; 4 
i 
p 
E y 
E 


: Números complejos |! 


1. Forma polar o trigonométrica de un 
número complejo 


Sea z=a-+bi un número complejo diferente del. 
nulo; es decir |z| #0. l 


eje imaginario 


De la gráfica tenemos 
+ x=|z|cosð 
.  y=l|z|sen8 
° | tan9= = 


Entonces . 
z=x-+yi=|z|c050+]z|sengl 


Luego 


>cannea py vamocanner 


La expresión anterior es la representación tri- 
gonométrica o polar de un complejo donde al 
ángulo 9 se le denomina el argumento de z de- 
notado por arg(z); es decir 


Se observa que € puede tomar infinitos valores 
como 

0,=8; 0,=0+21; 04=0+4r: 
Para evitar este problema se da la siguiente de- 
finición de argumento principal. 


1.1. ARGUMENTO PRINCIPAL DE UN NÚMERO 
COMPLEJO 

De todos los valores de 0, elegimos aquel que 
se encuentra en el intervalo (0; 27); es decir, 
0 s 9< 2x. A dicho 0 se le denomina argumen- 
to principal, cuya notación-es 


EF 
Par 


Conociendo el argumento principal de z, de- 
notado por arg(z), podemos generar otros cuya 
notación es : 


Pe 


k=0:+1;12; +3; ... 


ES NOTA Teorema 
i * Al aa de: z Cra) también s Dados los números complejos no nulos 
g le denominá amplitud. `- Ri A z=|z|(cos9+isen8) 
e. > gen lr gd w=|wjlcosa+iseno) 
se verifican 


e zw=jļz||w|(cos@+o)+isen(@+0))  (*) 


ii Loa la cosl- a) + ¿sentó — a)) 
w lwl 

Ejemplo 

Halle la forma polar o trigonométrica de $6 NOTA —m 
Jena bia Fara micas complejos en 1a for ; 

2 3 
Resolución iz) + ; 3 
AR e e: Fun csm : 

V3/2 
a i 3 => 0=120° 


Luego Notación 
y3 , 


Es -5i = į(cos120°+isen120°) 


Para calcular el argumento principal de z se Ejemplos 
debe observar en qué cuadrante se encuentra 


n t ÍR 
. Ccos— + ¡sen — =cis[*) 
el afijo de z y luego calculamos a partir de 2 2 2 
b $e n n 
tan 8 == e  cos—-+¡¿sen—=cis z) 
a 4 4 
>cannea py vamocanner PETAEN O UTN EA es 
q AR de EAR ta AS POS € iek 
he Capítulo: DG Números. complejos MS 
f AF í 2 ES ya: der. td: S 
ipsa A EAA RERS S MA 2% 
1.2. TEOREMA DE DE MOIVRE 


2. Forma exponencial de un complejo 


Dado z=|z|(cos8+isen0); z*(0;0) a ne N, se 
cumple 2”=|z|"(cosn8+¿senn8). 


2.1. TEOREMA DE EULER 


Corolario 
arglz”)=n arglz); ne Z 
Ejemplo donde 
1+ 43 - e: número de Euler; e ~ 2,718281 
Calcule 1-2 - — 6: argumento en radianes; ¡=(0; 1) 
Resolución Entonces, tenemos una nueva representación 


Jarat Bi )=2(cos E risenz) (D para el complejo 
2 3 3 3 , 8 
z=|2|(cos8+isen8)=|z|e' 


in zia 1-8: acos% +isen 3") an) 
Dividimos (1) + (1D) 
A US Ejemplo 
pa 3 _3 g Exprese z=1+i 
ai af Sota, LenS en la forma exponencial. 
60 (= 10 il Resolución 
JE A Calculamos el módulo d 
e] AS os el módulo de z 
l- v3i Ci dl aii 
3 3 Izl= v+? 
i T 
E cos60+isen60 e Bela 
cos60 2" +isen60 2" e 
3 3 Calculamos el argumento principal 
F ear- (cos20x + isen 201) 1 a 
I-43i)  (cos100r+i¿sen1001x) - O=arctan( + J=arcian(1)=* 
1+4(0)_1_, l z; 
1+i(0) 1 z=v2:e%; ¡=yY-1 


Suadnmiea pyy vaoganngi 

y A A A do e. e, de ROO AUDE ge S | 

3 : w j i 3 o TA a5 5 a tre nE £ x H, È i 

PROB E. S R UELTOS sains e i det > 7 ta ehk: T p 4 igs: k E $ 6 ey 4 

$ ES >” = f Tis $ = rs biki a? 3 , As e $ E y K e “5; B s i ? f FA t A) E 2 arant si EE i T z: 

i y 
Problema N.” 1 Problema N.° 3 | 
sE . | 
; 1 N3 f j 
Dado el complejo z = ++% i, Halle el módulo del complejo | 
"SE ås 2 2 r e ¿> _ 1] 


nalez 


Resolución 
dls E 43 Das 
| A 
arglz)=5 / | 


Aplicamos el teorema de De Moivre 


a aSr 451 
= COS—— + i sen — 
Es 3 3 


2% =cosl5a+isenión 
z” =cost+isenr 


z% =-14i0=-1 


z5 =] 
Problema N.° 2 en 
Si z=cos6°+isen6°?, determine ZA 
Resolución 
Se tiene el complejo 
=cos6*+isen6” 


Aplicamos el teorema de De Moirre 
z’=(cos6®+isen6°)!" 
S=cos(15-6%+isen(15-6% 
z=cos90°+isen90° 


z=0+i- lei 
15 


Simplificamos el factor 2 


-2(sen? 9-¡sen8cos0) 
cos? 9+i¿sen8cos8 


Dio A as A 


say y 


w = —— + 


. ta kd 


iz+1' 


donde z=cos0+ ¿sent y Ue (x žr ; 


Resolución 


Se tiene 


el complejo 


iz+l, ¿2-1 
iz-1 iz+l1 


por Legendre 


_ (iz+D?+(iz-1? 


(iz-Díiz +1 
=——— m 
diferencia de cuadrados 


_2lliz? +1) 


(iz)? -1 
2(-z? + y) 
e JE 


21-22) _ -2l1-2* 
“BD lea 


Reemplazamos z=c050+¡sené 


_2(1- (cos8 + ¡seng)*) 
1+(cos8+ sena)? 


_ -2(1-(cos? 8-sen*8+ ¡2sen600s 9)) 


Resolución 
Por dato 


le?|<1 y 


1+c05?9-sen*0+¡2sen8cas0 


-2(2sen? 0-¿2sen8coso) 
2c0s* 0+/2sen8c0s 0 r 


Jys 


n aR ie Ee A 
Capítulo De Números complejos Ii 


apar MA rara! sé 
RIAS A 


|z|<l 


Reemplazamos z=x+iy 


AS ¡M1 y periyisl 


cos0(cosB + sen) 
X ¿iy | r AE 
_ —2tan(sen8—¿cos0) letevl< Š ES 


w . 
cos8+ ¿send e*<1 y tysi 
0...2,.2 
Tomamos el módulo PS Y IR 
x<0 y +y?<1 
ha —-2tan8(senĝ-—icos®) : | 
ci Gráfica de la relación x<0 
hilis l-2tan0llsen8 — i cosel 
lcos8 + ¡send! 
lwl = Had z 2tanð 


Como ĝe (z 3a, entonces tan6 > 0 


Similarmente 


¡cos8+isen8|=1 


“. jw|=2tan8 


Problema N°4 


Indique gráficamente todos los puntos del plano 
que verifican las relaciones 


le?[<1 y z<t, 
donde z=x+1y. 
PE E i e U i aes 
Lu i A : E ] " PE 
tis yi apa f É A y 
Problema N.° 5 Vemos que la frontera de la región es la elipse 
Determine la representación geométrica de to- “UYa ecuación es 
dos los puntos del plano complejo que satisfa- e. y 
cen la condición | | 32+ Je ii 
iz-11<6-|z+11 
de ejes a=3 y b= +48 = 242 
Resolución 


Luego, la relación 


a Ss e A T 


EE UOV IL UC IA AAA 4 
- |z-1<6-|z+1] 


donde z=x+yi e C 


Es decir 
b+yi-1]| < 6-|[x+yi+1] 


[(x—D+ ya] < 6 kx+ D+ yil 
daan + y? <6-(x+1* + y? 
Elevamos al cuadrado 


(x-D+y?<36-12/  +(x+D?+y? 


2er Problemá N.° 6 
2 S 30+(x+1)-(x-— 
D e AN, Si z=x+iy, grafique todos los puntos en el plano 
] 2/(x +1) + y? <36+4x cartesiano que representa el conjunto 
: | y ¿153 
Sacamos cuarta z+1 À 


n 2...2 
NA y s9 Resolución 


Elevamos al cuadrado Por dato se tiene la relación 


z-1 
9((x +10? +y?)<81+18x + x? A El 
A AS A z+1 
+2 lx+l+y? . 
donde Z=x+yi 
8x0+9y<72 ? Es decir 
Dividimos entre 72 x+y 3 i 
E y x+yi+l | 
E + Ea <] 
E, [(x—D + yi 
¡GD e yá” 
Le damos forma ; 
0 | l Ei i AE 
3 Ja (c+ 1 + y? 
MO 
RA A serr ALIAS J 
TFR ¿CO a 
Elevamos al cuadrado Problema N.°” 7 
(x-0 + y? å Sea el número complejo 
E | 1 
¡EEN SY a [cos12"+isen12%' [V2(cos8*-+isen80)] 
x? -2x +14 y? z [cos6°+isen6°]" [sen80° +i cos80°] 
z 
x +2x+l+ 
y ¿Cuál es la forma polar de w? 
x2-2x+1+4y? > 9 +18x+94+9y? 


R i 
0>8x?+20x+8+8y? Si j 
> 8x x y Se tiene el complejo 


< - 1 
Dividimos entre 8 y cos 129 + ¡sent 291* [/Z(cos8?+isen80)] 
[cos6%+isen60]'[sen80"+ic05809] 


5 
0>12+2x+14 y? 
2 cos10“+isent0” 


Completamos el cuadrado, para eso sumamos 
25 


16 en ambos lados 
2 5 25 2 25 
—X ++] j 
xX t5* 16 * + y <0+ 
5 9 ; 
(+ je 6 Luego en w 
` , -11 ; 
Vemos que la frontera de la región es la circun- w = ECOS 48°+isen48°) V2 (cos88%+isen88") 
ferencia de ecuación (cos66%+isen66)(cos10%+¿sen109) 


cuyo centro y radio, respectivamente, son 
c= (50); pu? 


4 4 
Luego la relación 
2 Lo aplicamos en w 
5 2.9 
x+ 4 PY E 16 n 
e V2 (cos136°+isen136°) 
está representada por la siguiente región, donde cos76°+isen76° 
no se considera a la frontera por ser una des- ió 
igualdad estricta w=+y42 4/2 (cos60*+isen60?) 
w=28J2(cos E +isenz) 
3 3 
E; 
w=324/2-e3 
es X à 8 Já ty eig es AA des EE E he ya e i "R i 


, 
' 


er 


> E > 5 TA T, 
E T Pa A 
e E LA he A a $ 
p P c H 
NS: PE y NAAA 
a Lodi a AS 


PROBLEMAS 


kii 
NIVEL BÁSICO A) VVFV B) FVVV C) VVFF 
' D) VFVF E) VFFV 
1. ¿Cuál es el valor de la expresión 
77 s 
(cos3 + isenž ] ? 5. Al representar a z = V3 +3í en su forma po- 
2 2 lar se obtiene que z=p(sen9+icos8) tal que 
A) 1 B) -1 O -i p; BER (8 en o r el con- 
D) i E) 1+i jugado de w=p*(cos(20)+isen6). 
2. Halle el valor de la expresión J. A) 2-31 B) l-i C) a 
D) 3-4i E) 6-6i 


(14435 Y" 


E — 


a 


"1-4 3i) 


A) 1 
D) Y3-i 


B) 1-243i O -1 


E) 1+: 


Indique el argumento principal de cada 
complejo. 


z;=12+9i 
sq -=- 2 + 4/21 
z; =-V3+ 1 
180 4 3 180" 4 5 
© SIR. K.Z 
180"4 6 
p) 377, 7m. 5x 53r 5m Sm 
18046 180” 4' 6 


Indique verdadero (V) o falso (F) según co- 
rresponda tal que z; w y q € C. 


argl=”) =3arglz) 
Il arg (= ) arg(z) + arg(w)-arg(g); q + 0 


Ill. argíz)+argez)=0 
IV. arg(z)+arglz)=0 


10, 


Dados los números complejos 


z=2+24/3i y 0= 4345 


halle el complejo zw en su forma polar. 


A) 12c1s[ +) B) 12cis| +) O scis(3) 


, [2n MES 
D) 10cis| 7 ) E) 6cis| 6) 
Sea w un número complejo de modo que 
wel. Si wj=1 y arg(w)=0 (6: ángulo agudo), 
determine el argumento principal de z si se 
sabe que z=wlw*+1). 


14. 


Reduzca la expresión | 


M= V3cis$ - Scis + Cism. 


a 2 B) zi 0) 9 
D) 9i ' E) 3 
2 
Sean z = cos +isenz_ y 
w= cos + (sen dl Determine la parte real 
de z? +w’. 
A) 2i B) l+i Cd 2 
D) 0 E) 2+2i f| 


Indique verdadero (V) o falso (F) según las 

siguientes proposiciones. 

I. Sea z=cos8+i¡sen6; entonces 
z=c0s0-—¡sent. 

Il. Siz=cisu y w=cisf, entonces 

(arg(z) + arg(w)) 


2 
III. Si a+B=x, entonces cisa=cisß. j 


arg(z+mw)= 


A) VVV 
D) FVF 


B) FVV C) VVF 


E) FFV ¡ 


sd Ee e E A L ' 


` Capita Dë Numeros complejos Il 


E AE ae $j z acta id RAA y 
A A t deta? ga, A? 
me r 


PRA i ET yL 
A 3 ATA GE 
E A E ERA 


in 
A) 8V2e3 


in 


D) 3242e 6 


B) 1642e6 C) 1642e3 


ix 
E) 324/2e? 


Dado el conjunto 
A=[2-¡[Re(2)+Im(3<2), 


¿cuál es la gráfica que mejor representa al 
conjunto? 


11. 


12. 


D) 


13. 


- 
= 


A) e B) 0+8* C) 28 


D) 2o E) 30 

2 E 
Determine el menor número natural n de 
dos cifras para el cual el complejo (¡-/3)" 
es imaginario puro. 
B) 15 C) 18 
E) 27 


A) 12 
D) 21 


Determine un número real x que satisfaga la 
siguiente ecuación. 
(senx+icosx)'=senx-icosx 


; r | 
A) -1 B) -io C) 


ala 


T 


— 


2 


E) * 


Sea el número complejo 


[cos122+isen129]'[/Z(cos 8"+isen80)]' 
[cos6%+isen6*]'' [sen 80% +icos 809] 


¿Cuál es la forma polar de w? 
mea py vamocanner 
Ahs A Sad EDI Sa 
as PERA AS: Ret y i;i 
Dat ES l aga USEN R 
ERE oa RE: oi ia A 
“q a >: N ini (a 


16. ¿Cuál es la forma exponencial del siguiente 


17. 


número complejo? 

z= (i + 2 [cos] = isen £ Ja +2) 
= 

B) 242e1 


A) 2 C) 1 


E; E 
D) 2e3 E) Y8e? 


Indique la secuencia correcta de verdad (V) 


o falsedad (F) respecto a las siguientes pro- 


posiciones. 
In 
L le'i j=1 
Əi , -ôi 
prs e E > +e A T E, E? E OR | 


15. 


20. 


- 21. 


NIVEL INTERMEDIO 


Determine el número complejo z en su for- 
ma polar si se sabe que 
[zil=8 y arg[z0+D]=¿. 


A) se) B) eli) 0) 160 04) 


F R 
D) 4e* ? 

E 2i A po 
GUS A r jii 
H i Es 

Cab > h E 
de Los 
TEN T? 
DEA 


Si l8+(2-1)|=1, indique en qué cuadrante 
se encuentra el complejo 


(Vscis 2-2. 

4 

A) primero B) segundo C) cuarto 
D) tercero E) ninguno 


Determine el área del polígono regular for- 
mado al unir los afijos de las raíces cuartas 
del complejo z=1 +i. 


A) 242 B) 342 C) 442 
D) 44/2 E) V2 


Ik è VUD — Ty Y YE UV, ee] 22. riectue 


2 
; 4 

E ca , itten) 

ĮI. [ele had sen , vOe [0; 27} (Heur s 
` A) FVF B) FVV C) VVF i g 
18. Indique una de las raíces cúbicas del núme- B F 43 i 

ro complejo z = 4/3 — 4i. 

tn 35r 23r); o 1,4%, 
A) e 9 ) B) B: 9 Ji 0) m: 18 J ) ana” 

21m). 39x *. 
D) El E) A ) D) E. 

19. Si se sabe que l; w y wê son las raíces cú- E) 1 
bicas de la unidad, determine el valor de la 
expresión 
; y] 23. Reduzca la expresión 
3 
2" 0 LN 

col llore ) ).) l M= V3cis + 6cisz + cism. | 
A) w+l B) w? C) w A) 9/2 B) (9/2)i c) 9 
D) -1 E) 1 D) 9i E) 3/2 


| 


| 


Capítulo IX: Números complejos Il 
24. Sean los complejos 27. Determine la verdad (V) o falsedad (F) de 
no. n las siguientes afirmaciones con respecto a 
ii a la ecuación 
7 7 ZP=j; zec. 
w= cos ti sents I. Tres raíces están en el segundo cua- 
drante. 
Determine la parte real de z” +w”. IL. Si zy; za; ...; 2,5 son las raíces, entonces 
Z+29+..+215=0. 
AJ 2i B) 1+i C) 2 II. Si z;; Zz ...; 715 son las raíces, entonces 
D) 0 E) 2+2i Iz])+HiZo1+...+IZ151=10 
25. Si se tiene que A) FVF B) VVV C) FFF 
D) VVF E) FFV 
J3 i 1. y3 
Z=—+- y We-=+>—Í, l 
2 2 2 28. Dado el sistema de ecuaciones 
calcule el valor de pa +0z-ws=-1-i 
PIOR E YA PE Y 2iz+(1-4w=i 


A) 2 B) 2i C) 3i 
D) 0 E) 1 


26. Halle el área de la región delimitada por los 


conjuntos 
A=[z € C/|z|<3) y 
B=[z e € / Im(z)2-Rel2)+3). 


i 1 
A 9(1-3) 
B) 1-0 

O 1-2 


D) Sia- 2) 


E) Mn-2) 


y HO p os 
p YO p 0 
2 6 


29. Sin=8k y ke Z*, calcule el valor de R. 


E] 


m 
Y) 
po 
Ey 
a. 
a] 
=] 
cD 
de] 
"3 
3 
5 
© 
2] 
D 
DD 
N 


; e Resolver ieuane lineales y indicas: 


A) Y2 B) 2 O 242 
D) 4 E) ya 
2 
30. Caicule la parte real de z. 
_ Cis(2x)-1 E 
"al sa) 1 xER. 
AIl - B) 12 c) 2 
D) 1/4 E) 3 
o ME Hs a 
Capítulo X 


De ni 


~ 


Ese “Conocer la relación entre las raíces de una pc polnomia ys sus s coeficientes. | 


1. Ecuación 

Es una igualdad entre dos expresiones matemá- 
ticas en la que al menos esté presente una varia- 
ble, que ahora recibirá el nombre de incógnita. 


Notación 


En cambio 
Six=2 > 2%=2 (F) 
Six=3 > 3%=3 (F) 


Por lo tanto, 2 ni 3 son soluciones de la ecuación. 


-l 


160 DY Lamocanmer 


i Az): >: = B(G ysu Se 
A primer miembro “segundo miembro ,: 


donde 
- Ay B: expresiones matemáticas 
- X; y; Z: incógnitas 


Ejemplos 
e x+4=3x-2 ` e 3+5x=B 


1.1. SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 


La solución de una ecuación es una colección 
de valores (de las incógnitas) que, al ser reem- 
plazadas en la ecuación, transforman a esta en 
una proposición verdadera, 


Ejemplo 

Sea la ecuación x? =x 

Six=0 = 0=0 , (v) 

Six=1 > l=] (V) 

Six=-1 > (-DÍ=-1 (V) 

Luego 0; 1 y -1 son soluciones de Ja ecuación. 


e 


ii —- 


“a 
F 


1.3, CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES 

lis ecuaciones de acuerdo al número de solu- 
ciones se pueden clasificar de la siguiente ma- 
nera. 


1.3.1. Ecuaciones compatibles 

von aquellas que poseen al menos una solu- 
ción. Estas pueden ser determinadas o indeter- 
minadas. 


a. Determinadas 
Una ecuación es compatible determinada 
si es posible determinar la cantidad de sus 
soluciones. 


b. Indeterminadas 


1.2. CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA 


| ECUACIÓN (CS) 


Es aquel corijunto formado por todas las solu- 
ciones de dicha ecuación. Si la ecuación no tie- 
ne solución, entonces su conjunto solución es el 
conjunto vacío (6). 


Ejemplo 
Sea la ecuación en x 


x-a? (by (x-J'=0. 


Se observa que 

Six=a > 0=0 v) 
Six=b > 0=0 Y) 
Six=c > 0=0 (V) 


Luego, a; b y c serán soluciones, las cuales con- 
formarían el conjunto solución denotado por 
CS={a; b; c}. 


a si 4 
A o E ¿ta Da HÄN R 
es : pasa A parer ro an. $ 
tie $ PEA Ne BLA 


2. Estudio de la ecuación paramétrica 
Sea la ecuación AX=B, de incógnita x. 


Caso 1 

a B B 

A#0: X=- cs=(5) 
> A 


La ecuación posee solución única. Por lo tanto, 
la ecuación es compatible determinada. 


Caso 2 

SiA=0 n B=0: 0X=0 => CS=€ 

La ecuación posee infinitas soluciones. Por lo 
tanto, la ecuación es indeterminada. 


Caso 3 | 
SiA=0 ^a Bx0: 0X=B => CS=0 
Por lo tanto, la ecuación es incompatible, 


3. Ecuaciones equivalentes 


Dos o más ecuaciones son equivalentes si tie- 
nen el mismo conjunto solución. 


Ejemplo 


== as Me w IES 


Pai 


Una ecuación es compatible indetermina- 
da si no es posible determinar la cantidad 
de sus soluciones. 


1.3.2. Ecuaciones incompatibles (inconsistentes) 


Son aquellas ecuaciones que no poseen solu- - 


ciones; su conjunto solución es CS=4. 


Ejemplos 
l. x+3=5 tiene CS=(2) 
es una ecuación compatible determinada. 


2. (x-D?=x* -2x+1 tiene CS=C 
es una ecuación compatible indeterminada 
(tiene infinitas soluciones). 


3, x+7=x+2 tiene CS=4 
es una ecuación incompatible (no tiene 


solución). 
o o AR OL eS ¡EN 
e ARS IA iS 
Lumbreras Editores i 
EIERN esa seka et 
yä EA ; y 


5. Ecuación cuadrática 


Forma general 


Pra +bx+c=0; ar0 


Resolución 

Por factorización 
Resuelva 6x*-17x+12=0. 
+ (3x-9(0x-3)=0 

+ 3x-4=0 y 2x-3=0 


Por fórmula general 
Sea P(¿=a4x"+bx+c=0; a%0 


Podemos demostrar que las raíces de esta 
ecuación vienen dadas por 


bi Jo? - 4ac 


X= %a 


E, = —4+4— = |4 -> Cs=11L£ 
g S 


E,=5x-36=2x => CS={12} 
son ecuaciones equivalentes. 


4. Ecuación lineal | 
Son aquellas ecuaciones polinomiales que se 
reducen a la siguiente forma general: 


e q 3 A FAA, Ls "i » 
Fi T > A q PE > s$ 
ñ a Ad ea nii 
zi ? a E 
È PP PPI 
E po a PAN y 
Porre x à; ' " el 
d > + À > A 
; F J 
ds X 
g A P) A £ ATLA 


Resolución 
ax+b=0 
& ax=-b (comoa+0) 


b 
© x=-- 
a 


Le 


Caso 2 | 
Si A>0, las raíces son diferentes (x, +x) y reales. 
La ecuación presenta dos soluciones. 


Caso 3 
Si A<O, las raíces son complejas no reales y con- 
jugadas (x,=u+vi > x3=4-vi); 040. 


Propiedades 
Sea la ecuación cuadrática 
ax+bx+c=0; azO 


de raíces x¡ y X2 


a. Suma de raíces 
Xx +xX as 
1+X $ 
b. Producto de raíces 


ds 
XX m 


c. Diferencia de raíces - 
(xy)? — (20 19)? =4x 1x0 


e Å- M 


A Dinamica a AAA E EN 


jna > 
ovalı! E 1er pra apnea 

es EORR S. 
Problema N.* 1 
Halle el numerador de la solución de la ecua- 
ción 
2x+a_x-b- 3ax+(a- by? 

“bo a ab 


5.1. ANÁLISIS DE SUS SOLUCIONES 


Sea la ecuación cuadrática 
ax +bx+c=0a #0- 
de coeficientes reales. 


Definimos su discriminante A, así: 
A=b*-4ac 
Entonces las raíces serán 


_bHyA., _—b-JA 
A A E 


Caso 1 


Si A=0, las raíces son iguales (x¡=x») y reales. 
La ecuación posee solución única. Además 
ax*+bx+c es un trinomio cuadrado perfecto. 


donde a; b son enteros positivos. 


Resolución 
Se tiene la ecuación 


2x+a x-b_3ax+(a-b)* 


— — mm. 


-b a ab 
(2x+aJa—b(x-b)_ 3ax+(a-b)* 
ab ab 
Cancelamos ab 
(2x+a)a—b(x-b)=3ax+(a-bY 
2ax+a*-bx+b*=3ax+a?-2ab+b? 


Se cancelan a? y b? 
2ab=ax+bx 
2ab=(a+b)x 


de donde 
2ab 


Y = 


MA. AAA AIR IRA MAN MN AAA UV AA NANA AAA 


(xy +xo)xr+xpx9=0 


Definiciones 


La ecuación ax*+bx+c=0; a+0, de raíces x; y 


xy no nulas, posee lo siguiente: 


+ raíces simétricas «> x,+x3=0 


» raíces recíprocas + x,*xo=1 


Teorema 
Si las ecuaciones cuadráticas 


ad+bx+c=0; abc+0 


2 


mx?*+nx+p=0; mnp+0 


poseen igual conjunto solución, se > cumple 


a Q £ 
m n p 


ATEN ON g 


Prog 


: EAA 
TAAN: 


Por dato, la ecuación 
kx? +? 4x+3k-7=0 
(k+1)x?-4x+3k-7=0 
tiene raíces recíprocas, entonces 
XX= l 


Aplicamos el teorema de Cardano 


3R-7 


E A 
Rk+1 


3R-7=R+1 
2k=8 —= k=4 


Por lo tanto, el valor de k es 4. 


Problema N.°” 3 


Ape,” 


"i 


A 


"g R 


Aj y 


seis 


> FL 


¿Cuál es el valor de la suma de las imágenes se- 
gún Py=-2x+1 delas raíces de Qiy =+x-1? 


Resolución 
Sean x; y Xz las raíces de 


Y y DR ER- TIRE 4 


BRENNE 


a 


canmnea py vamocanmer 


a+b 


Por lo tanto, el numerador de la solución es 2ab. 


Problema N.” 2 

Si la ecuación 

kx’ +x -4x+3k-7=0 

tiene raíces recíprocas, halle el valor de k. 


Resolución 

Como la ecuación cuadrática tiene raíces recí- 
procas 

> X¡X9=1 


Eras pa > BLA Uh sí 5 3 
q% Pa ke Y, i ERN Stip ~ AE 

ARA RT oy AE eg) haear. EN 
, AS, E AS j A E a e « 
- PE yA, g y . + id” ; . 
TAR AA A 4 ia e w : y 
KA Gu DA rA ze pr 
A A O y xA 
n z e HE ER 


bt fd O FA SITE 


Nos piden la suma de las imágenes; es decir 


Pey + Py 


pr Der, p 
xi-2x,+1 Ti x2-2x9+1 


Agrupamos convenientemente 


xa —2(x+x0)+2 


AA A AAA, 
(4x9)? -2x 09-211 +x9)+2 


Reemplazamos los valores de la suma y el pro- 
ducto de raíces 


E-D0?-22D-2-D+2=7 


Problema N.° 4 


Si r y s son las raíces de la ecuación 


ax*+bx+c=0, determine p para quer? ys sean 


raíces de la ecuación +px+g=0. 


Resolución a 
Por dato, r y s son las raíces de la ecuación 


ax? #bx+c=0 


Por el teorema de Cardano 


Suma de raíces Producto de raíces 
b E 
r+Ss=--= rs=- 
a a 


NERES O 


Por el teorema de Cardano 


Suma de raíces ` Producto de raíces 


La imagen de x, según Piy) es 
P= —2Xx. itl 


La imagen de x, según Pry es 
Pix) %G-2x7+1 


Problema N.° 5 


Si las raíces de la ecuación 

ax°’+bx+c=0 (a+0) 

son r y s, halle la ecuación cuyas raíces sean 
ar+b y as+b. 


Resolución 
Se tiene la ecuación 


ax*+bx+c=0 


de raíces r y s. 


Por el teorema de Cardano 


b fa 
r+s=-— A r=- 
a a 


N x . i ; 
Además in cousción os piden una ecuación cuadrática de raíces 


P4px+q=0 


ar+b y as+b 


tiene por raíces ar” y s?. 


Aplicamos el teorema de Cardano 


Suma de raíces Producto de raíces 
2 
r?+s D. rs? =q aias 
(r+s)?-2r5=-p a Luego, la ecuación pedida es 
b Í > x*-(ar+b+as+b)x+(ar+bMas+b)=0 J 
3 [1-32 
| -= k x’ -(alr+s)+2b)x+a°rs+ab(r+s)+b?=0 
_ Capítulo X: Ecuaciones polinomiales 
Reemplazamos los valores de r+s y rs XP + XG=XpX0 | 
2 5 
e -(af-2)» 20 )x +a?- z rab(-2), b =0 a 
(x,+x2)=3x,x9 
x?-(-b+2b)x+ac-b°+b?°=0 
E r Reemplazamos 
-bx+ac=0 
(2(rm- 1)*=3(3) 
Por lo tanto, la ecuación pedida es 4(m-1D*=9 
x’ -öx+ac=0. (m-1? =? 
meleta pit 
Problema N.° 6 2 2 
Sean x; y x; las raíces de la ecuación m= - v m= E 


x2-2(m-Dx+3=0. ¿Cuál es la suma de los va- 


lores que puede tomar m para que satisfaga I la Por lo tanto, la suma de los valores de mm es 


5 1Y 4 
elaci ónL4%2 17 5-1-5-2 
PE e T 2'272 
Resolución Probiema N.° 7 
Se tiene la ecuación cuadrática Halle la suma de los valores de k tal que la recta 
x2-2(m-Dx+3=0 coa y=kx sea tangente a la curva 
| | A+y?-6x-2y+6=0. 
de raíces x) y X2 
| | Resolución 
Por el teorema de Cardano La ecuación 
Suma de raíces x+y?-6x-2y+6=0 (5) 
_-Am-1) _ se puede expresar como 
acción SS DA | (2 -6x+9)+(y?-2y+1)=4 


fo N2ifo 11292 


OTRA. PR 


Producto de raíces 
Esta ecuación representa una circunferencia de 


XX2 = i =3 | | centro C=(3; 1) y radio r=2. Y la ecuación y=Rx 
representa a una recta que pasa por el origen 


Por dato 
Xx X 
ye 

x +X 1 

X2X] a 
ES R S E E EET a , i 
Reemplazamos y=kx en la ecuación (*) Resolución Ao ty 

+ kA- 6x-2kx+6=0 Por dato, las ecuaciones 
x?+k x? -(6+2k)x+6=0 x*-kx+10=0 Eta 
(+1)? -2(3+k)x+6=0 x-(R+Dx+12=0 CS= (a; 6) 


tienen una raíz en común. Sea u esta raíz. 
Para que la recta y=kx sea tangente a la curva 


(*), esta última ecuación debe tener una única Reemplazamos la raíz común 
solución; es decir 


A=0 SA 

y i po 
(-2(3+k)) -4(k?+1)6=0 o? -ka-a+12=0 
a—2=0 


4(3+10)*-24(42+1)=0 
4(3+1)?=24(42+1) de donde a.=2 


Aplicamos el teorema de Cardano 


Simplificamos el factor 4 — 
(+ =6(42+1) * En la primera ecuación 
x—kx+10=0 
Operamos 
94+6k+k?=6k?+6 cea de raíces 
0=5k?-6k-3 ap 
EN a 2B=10 
Aplicamos el teorema de Cardano para hallar la P=5 
suma de los valores de k ` i A a á 
S 6 » En la segunda ecuación 
ki Ea Ro = -—=-_ i ? ` 
5 3 x“-(R+Dx+12=0 
NS l Producto de raíces 
Problema N.° 8 - sta ala a9=12 
Si las ecuaciones 20=12 
x?-kx+10=0 no | 0=6 


x?-(k+1)x+12=0 
tienen una raíz común, halle la suma de raíces Por lo tanto, la suma de raíces no comunes es 


no comunes. 


4. 


NIVEL BÁSICO 


Si la ecuación polinomial x+2x?-5=0 tiene 
conjunto solución CS=(a; P}, 
calcule el valor de 7. 


G 6 
r-2 =$ P9 

E p? 
A) 4 B) 1 cC) 0 
D) 2 E) -4 


Dada la ecuación polinomial 
Bx- D(x +2) x- = 
de modo que 

m: suma raíces 

n: suma de soluciones 
calcule el valor de 3mn. 


A) 3 B) -1 C) -3 

D) 1 E) -2 

Dada la ecuación de incógnita x 
(n?-n)x=n*-n?, 

indique verdadero (V) o falso (F) según las 
siguientes proposiciones. 


I. p:Sin=0 o n=l, entonces la ecuación 
es compatible. 

IL q: Sin eR-(0; 1), entonces la ecuación 
es incompatible. 


-Ill r:Si0!<n, entonces la ecuación es com- 


patible determinada. 
A) VFF B) VFV O VVV 
D), FVV E) VFF 


Dada la ecuación de incógnita x 


p+0=11. 


¿o Yee] 


al PROBLEMAS PROPUESTOS 


A 


a AA 


.  Resuelva la siguiente ecuación. 


a, x-7-y2 2 

J2 ai” ás 
A) {7} B) {V2+} © {V2+2} 
D) [7+42) E) {V2} 
¿A qué es igual la solución de la ecuación 
x q b x 
A T, 
a b a b 
A) a B) a+b C) b? 
D) @-b? ` E) a-b 


Para que en la ecuación 
px*+10x-2=0 una de las raíces sea 1/3, el 


valor de p debe ser 
A) 64. B) 48. O) 36. 
D) 69. E) -1/3. 


Halle la suma de los cuadrados de las raíces 
de la ecuación 


(2 +2)x?+(4-4k)x+(R-2)=0, donde una raíz 
es el inverso multiplicativo de la otra. 


g2 : m2 qu 
9 9 
9 
D) 82 ES 
) 9 y 82 
Sean secó y cscó las raíces de la ecuación 
de segundo grado 


ax?°+bx+c=0 l 
Determine la relación que existe entre a; b yc. 


AOT ERRET] 


aisa 


11. 


12. 


13. 


(9n? - 1)x=(3n+1D(n+2), 
calcule el valor de (121+1) si se sabe que su 
conjunto solución es el vacío. 


A) 4 
D 13 


B) 5 c) 3 


E) 14 


Resuelva la ecuación 
-D +t =(x- 1) x43. 


DAR aE, 
T 
A iain 
p- 3 
pt ba 

2 3 
-1+ V3i a 
g "* 3 
a pa 
p rR 


A) cs={ 


B) cs=| 


TE 


E) cs-] 


La ecuación 
x-m-n-p,x-m-n-4_ 2x 
m+n+q m+n+p  p+q+2An+m) 


tiene solución única. Halle el valor de 


E=x-2(n-+m). 


c) p+q 
E) p/q 


A) pq B) p-q 


D) 1 


Sea a= 42 +45. Indique el polinomio cuya 
raíz es o. 


A) x2+45x+1 
B) x?-2x+2 
C) x4+42x +45 
D) 14 4+45x +42 
E) x%-14x+9 


En una recta, se ubican los puntos consecu- 
tivos P; Q; R y S. Si PQ=a; PR=m;, PS=b y 
QR=RS, halle una raíz de la ecuación 


14, 


15. 


16. 


17. 


18. 


A) a°+b?°=-2ac 
B) a?-c*=2ab 
C) b’-a°=2ac 
D) b?-c*=2ac 
E) c2+a?=2ab 


Si a y b son las raices de la ecuación 
xx -6x+c=0, halle el valor de 


a? +b? +20 
E ii 
A) 3 B) 6 C) -6 
D) 4 E) -3 


Si r y s son las raíces de la ecuación 
A +bx+c=0, halle el valor de Vr? +s?. 


A) bi+4ac B) b-4c? 


D) vb? +20 


C) 2b+c 


E) Vb? -2c 


NIVEL INTERMEDIO 


Si las raíces de la ecuación ax°+bx+c=0 
son m y n, halle una ecuación cuyas raíces 
sean (m+n) y mn. 


A) ah*+a(b-ax-bc=0. 
B) at+a(b-Ox+bc=0 
O ax -(b+óOx+bc=0 
D) alx?-alb+cx-bc=0 
E) ax?°+bx+c=0 


Calcule el valor de (m-—n) si se sabe que las 
siguientes ecuaciones cuadráticas son equi- 
valentes. 


mx?+l5x=n+x? 

3x°+5x=-4 

A) -2 B) 22 C) 2 
D) 32 E) -32 
Dada la ecuación 


(a+Dx*+(a+Dx+1=0; a+0, 


de conjunto solución M tat QUE MFOY MER, 


2 bra „m-ap 
de S halle los valores de a. 
B) -1 02 A) -531 B -3 O [23-11 
É) 3 D) ]-1; 3] E) ]-3;-1[ 


19. Silas ecuaciones 
= (5a-Dx?+(a+1)x+2=0 
(2b-Dx*+5x+3=0 


tienen raíces iguales, halle el valor de a. 


A) 2/7 
B) -2/5 
C) 7/2 
D) 7/3 
E) 2/4 


20. Sean xı y x, raíces de 
x?+Mx+4=0. 


Halle el valor de M si x? + x3 =16. 


A) 1 B) 2 C) 3 
D) 8 | E) 10 


21. Se tiene la ecuación cuadrática 
m 
n gy9 > 
3* 4  +(p+6)x+(p-2)=0, 
donde el coeficiente principal es 15 y el tér- 


mino independiente es la mitad del coefi- 
ciente del término lineal. Halle el valor de 


m-n+p. 
0) Y B) 1 o. 15 


D) 2 ` E) 25 


22. Silas ecuaciones 
4x?’ +8x+c=0 
- ax*+2x-8=0; a>0 
tienen el mismo conjunto solución, y S y P 


son la suma y el producto de las soluciones, 
respectivamente, halle el valor de S+P. 


a W e EN km POTN P= 


er , F a ia : rly 
ni ETE EETA ee 
e 


CA TRE qe E RAN E ¿al TESTIN 5 


= Capi Xi: Ecuaciones palooenielas 


AS gagni AS 


E 3 q 
ES set Es E pe E LES Fis 


23. Sila circunferencia 
x+y -6xr+4y+p=0 
tiene solo un punto común con la recta 
y=x-1, se concluye que p es igual a 


A) -5. B) -7. C) 5. 
D) 9. E) 7. 


24. Siac+ad + bc + ab+ bd = 0, determine elva- 
lor de x de modo que (b+c+d)=x(a+c+d). 


b? 

A) = B) ab? C) @+b? 
a 

D) a?-b? E) E 


25. La condición para que las ecuaciones cua- 
dráticas 
x?’ +bx+c=0 
x +b'x+c'=0 
tengan una raíz en común es 


A) (b-bY +(c-cNKbc'-b'c)=0: 
B) (c-c? +(b-b')=0. 

O (b-b)+(bc'-b'c)=0. 

D) (c-c? +(bc'-b'c)=0. 

E) (c-c? +(b-b')(bc'-b'c)=0. 


26. Dada la ecuación 
z2+(a+ ib)z+c+id=0, 
a; b; c; d son reales. Si la ecuación anterior 
tiene una raíz real, ¿cuál de las siguientes 
relaciones se cumple? 


A) abd=c* + d*b 
B) abd=b*+c*b 
C) abd=b*+c*b 


AA -aea R2 A DE. EA 


A) YY DB) -6 Uy ò 
D) 7 ! E) -10 


27. Una ecuación cuadrática tiene como raíces 
a A+4 y A+2. Halle la suma de las cifras del 


producto de estas raíces, siendo A el discri- 


minante de la ecuación. 


A) 10 B) 11 C) 12 
D) 13 E) 14 


28. Sean Pix) = mx +bx+c tal que Po=-3 


P()=3 y P(s)=34. Determine un valor de x* 
de modo que P(x+»)=0. 


344217 
8 
c) en 


4217 +3 
8 


y VETAS 
8 


B) 


D) 


29. Si las raíces de la ecuación 
x?-(a+d)x+ad-bc=0 

son x=3; x9=5, y las raíces de la ecuación 
y -lad+d*+3abc+3bcdly+lad-bo*=0 . 
son yy; Y2, halle el valor de Yi Yo + yy, 


A) 213000 
D) 513 000 


B) 313000 C) 413000 
E) 613 000 


. Sinx*il y Y es el conjunto solución de la 


ecuación en x 


x-1 2n%(1-x) 2x-1 1-x 
— + — = c ol oM, 
n- nê- 


determine el conjunto Y. 


A Y=fn} B) "(2 o e(7) 


-i 
e. 


grado superior 


1. Definición 

Son aquellas ecuaciones polinorniales que se 

reducen a la siguiente forma general: 
P¿yg=09"+ap 40) -x +09 =0 

donde ay*0 a neZ'* 


Para resolver estas ecuaciones se ha desarro- 
. llado una diversidad de técnicas y artificios, 
que en su mayoría permiten hallar los valores 
aproximados de sus raíces, 


2. Raíz de un polinomio 

Diremos que a es una raíz de un polinomio Poy 
si y solo si P(4=0. 

Teorema del factor: a es raíz de Piy si y solo si 
(x-a) es factor de Poy. 


Ejemplo 

Sea P= -2x? -x+2 

Se observa que P =0; P(1=0; P(2=0 
Luego, — 1; 1; 2 son raíces de dicho polinomio. 


Por lo tanto, (x+1D); (x- D y x-2) son factores de 
dicho polinomio, 


Ecuaciones polinomiales de 


Ejernplo 

Hallemos las raíces de 
Proy=0+2Ux aà 5x -8) 
igualando cada factor a cero. 


(+2) =0 x-2] aoirde 
(x+2)=0 xy = -2 multiplicidad tres 


(x+2)=0 6 xz = -2| 01a tiple 


MN At x = 5es raíz de 


multiplicidad dos 
(x-5)=0 e x5 =5 o raíz doble 


(x—8)=0 > xg = 8) x =8.es raíz simple 


3. Teorema fundamental del álgebra 


Toda ecuación polinomial de coeficientes nu- 
méricos posee por lo menos una raíz que gene- 
ralmente es compleja. 


cannea py vamocanner 


Lumbreras Ed E 
Corolario Ejemplo 
Toda ecuación polinomial de grado n tiene exac- Sea la ecuación 
tamente n raices contadas con sy respectiva oh Pey= E AE A e AE EA 
multiplicidad. ( » idek 
, - tal que fa; b; c} son raíces e ión. 
Sean las raíces de Pg) polinomio de grado n con ques y po 
coeficiente principal a. Halle 
O O: O 1 1 
X Ags Ags Ag XSi oi Xn J==+=+or—+—4+—, 
b c ab ac bc 


El polinomio puede expresarse de la siguiente 


manera; Resolución 
Pog=alx -x )(x-x){x-x3) ... (XxX) Efectuando lo que nos piden, tenemos 
s A ab+ac+bc+a+b+c 
Ejemplo i CE US 
Un polinomio con raíces 4-2; — 1; 1; 2) es Mi 3 
de T 
P-D- DAD gún el teorema de Cardano 
3n 
a+b+c=-—=-3 
E A 
Sr 
9 o 
e 
T 
Luego 
De 5+ = 2 
4. Teorema de Cardano-Viette 
Sea la ecuación polinomial de grado n 5. Teoremas de paridad de raices 
P=aox taxa"? n an=; a0 a. Sea P(¿=0 una ecuación polinomial de gra- 
cuyas raíces SON Xy; X2; X3; ..- Xp do no menor a dos de coeficientes reales. El 
, número complejo (a+b) es raíz de P¿=0 si 
Suma de raíces solo si (a — bi) es raíz de Py=0;b # 0. 
Si =x +X + Xatt nL 
1 1 2 q. n do Ejemplo 
Suma de productos binarios Construya una ecuación polinomial de me- 
á nor grado posible; una de cuyas raíces sea 
S = X¡Xo + X¡Xg + X9X3 +... = 5 5-31 
Suma de productos ternarios Resolución 
lr, LA e a Por el teorema, si x¡=5-3í es raíz, entonces 
A TARNA Ee a xy =5+3i también lo será; luego, una de las 
Prodotto de raliis ecuaciones de menor grado es 
de ka » 2 - se 
Sa = XX9X3...X y = (Ir an = Ci Hr) * y 
) a x*-10x4+34=0 


` Dis 
a AE 


“> 
ovanneu yy Lanmocanmmier 


EEEIEE AER PRI 


cannea py vamocanmer 


b. Sea P(y=0 una ecuación polinomial de grado 
no menor a dos de coeficientes racionales. 


El número irracional la + Jb) es raíz de 
P(¿=0 si y solo si la- Jb) es raíz de P(¿=0; 
Vb el. : 


Ejemplo 

Si una de las raíces de la ecuación 
xX2+mx+n=0,(mn)cQ, es 3+v2, 
halle m yn. 


Resolución 
Como los coeficientes de la ecuación son ' 
números racionales, aplicamos el teorema. 


Sea x= 3+v/2 raíz; entonces x= sS- V2 
también es raíz. 


Formemos la ecuación 

Xx — (2 +x9)x+x1x9=0 

x? —6x+7=0 
Comparándola con x+mx+n=0 
se tiene m=-6 y n=7 


Corolario 


"Toda ecuación polinomial de coeficientes racio- 


nales tendrá como raíces a Ya + Vb; Ya - Jb; 
-Ja - Vb; -Va +Wb si y solo si una de ellas está 
presente (Va y Jb son irracionales). 

Por ejemplo, si una ecuación polinomial tie- 
ne una raíz como x= 3 +y2, entonces tam- 
bién son raíces x= =4/3-42; x3 = = 3 +vV/2 y 
X4= 43 - V2.. 


6. Ecuación bicuadrada 


Es aquella ecuación polinomial de cuarto grado 
que presenta la siguiente forma general: 


e T E EEDE y g: = Capítulo XI: Ecuaciones poiha de grado PS 
Po E N A PAN ia didas aet OT: 
E aer Ske Es o i 


y paiia hii E naei 


. Py -132+36=0 
e Qy =x -9x +8=0 
“ Ry=2x-n+7=0 


Teoremas 
Sea la bicuadrada en x 


ax*+bx?°+c=0; abcz=0 


Si rm y n son dos raíces no simétricas, entonces 
-m y -n también lo serán. Además 


a CS={m;-m; n; -n} 


) b 
b. misnt=- 
a 


Ejernplo 
Resuelva la ecuación 4 13x+36=0. 


Resolución 
Factorizamos 


-13%+36=0 

x? -9 

2 4. ca 

(2-9)? -4)=0 
0+DA-3) (+2 -2)=0 
e  CS=13; -—3; 2; - 2) 


¿Cómo reconstruir una ecuación bicuadrada? 


Una ecuación bicuadrada en x, donde dos de 
sus raíces son m y n (m+nx*0), se reconstruye 
de la siguiente manera: 


Almirnd+min?=0 


Ejemplo 
Reconstruya una ecuación bicuadrada donde 
dos de sus raíces son 5 y 2. 
Resolución 
o m=5; n=2 
> (5422452. 22=0 
x*-29x7+100=0 


7. Ecuación binomia 


Es aquella ecuación polinomial de dos términos 
que presenta la siguiente forma general: 


dondeneZ a n23 


Para resolver esta ecuación, podemos aplicar 
productos notables o los criterios de factoriza- 
ción, así como también las aplicaciones de ii 
números complejos. 


En ax"+b=0 


a AE aa E 
a a 


k=0; 1; 2; ...: (n-1) 


= 


a LLE 


e Si 2>0 


«JE Eo 
> xy = [2 [cos 26215), ¡sen (24:05) 


k=0; 1; 2; ...: (n-—1) 


Ejemplos 
l.  Resuelva 17+8=0. 


Podemos resolver aplicando productos no- 
tables y la resolución de la ecuación cua- 
drática. 


> x+8=0 
(e+2)0-2x+4)=0 
(+20 -2x+4)=0 
> x+2=0 v 12-2x+4=0 
=> x=-2 v x=l+v3i v x=1-v/3i 


CS ={-2;1+V3i; 1- vV3i} 


2. Resuelva x*-64=0. 
x? =64 > x=Y64=Y64- Y 


enR enC 
Pero 
1 
43 
Y = EU 
143, 
a 3 
— x¡=4(1)=4 
xp=4[ 1:81 )2-20257 


x 24(-1-8,)22. 2,31 


P CS={4; -2+ 2/3; -2-2/3;} 


oso Xi: Ecuaciones poinomiaies c de orado superior 


A A TY e AO, LM TR er? o 
As y a L A i AS A dg Eo si 
e 2 E AA - Mao PAN - >. 
E se: $ tro Es 
y AS Et: zes HR qe 4 Aces jE CERIA oair ARES 
í Ps, f EEA EA, 
Oo - A AA 


DU. EKIWICOIWIIIT U TION PIDA 
Es aquella ecuación polinomial de tres términos 1 Resuelva la ecuación x*+19%-216=0. 


(+27) *-8)=0 


> x?+27=0 v x1%-8=0 


giin EZ anz2 a 3970 > ¿28 27 
Para su resolución procederemos así: > i=Y279N > x=-39% 
En la ecuación trinomia - Luego 
ax+bx"+0=0 x¡=-31(0)=-3 
Hacemos 1 =y (*) x -co(-1+:8).23 5 
y 2-22 2 
ti 
= ay“+by+c=0 
1 43 ) 3.3 
< 1 -co(-3- W rg 


cuyas raíces son " | 
-b+Wb? -4ac. bb? -dac > s=(2-218,2,2 4] 
o. TED A | 
. 1-8=0 > =8 
> x=J8 Ji => x=2% 


n -b+ Vb? ~4ac . -b+ Vb? -4ac | 
a y d A — x= — Luego 


Reemplazamos en (*) y obtenemos 


x4=(210)=2 
n —b- b? -4ac -b- Vb? -4ac Xs =(2) 1,4; =-1+/31 
NE: ide JUE 22 
1 43, À 
Xg -l-t - E) 1-31 
a 2 
EET T T a 2 S= {2 -1434 1-31) 
Finalmente 
cS=S; US») 
O a. D ja a 5 e MS a 
Lumbreras Editores Ss o : Ni RIES 
E à $ e es he y AS ; EE . y E y ki 
2. Resueiva la ecuación Estas ecuaciones si presentan como solución a 
-107+16=0. | m, entonces también tendrán como solución 


Pa ma 1 y PMH y E 1 e pm p3 


s 
ré 
4 


cannea py vamocanner 


132 
ES Po 
+ ES > 


EA 
Fain a 


Factorizamos el polinomio y tenemos 
10 + 16=0 - 
e -8 
Pe an 
(3 - 8)? - 2)=0 
> =8 v x*=2 
> x=Y8 v x=Y 
x1=2; x4=Y2 
xo=2w; x5 = Y2w 
x3=2w?; xs =Y2w* 


donde 
AE S 
= =g € m I= J-i 
9. Polinomio recíproco 


Dado el polinomio Piy no constante y de grado 
n con término independiente no nulo, diremos 
que Piy es recíproco si y solo si se cumple 


Fix) sl: 


XxX 
Pi9=2-DÉ-7x+2 
Pr9y=0 +35 4+62:7+35x+6 
Las propiedades que presentan los polinomios 


recíprocos nos sirven de base para el estudio de 
las ecuaciones recíprocas. 


9.1. ECUACIÓN RECÍPROCA 


Es aquella ecuación cuyos coeficientes de los 
términos equidistantes de los extremos son de 
igual valor. Presenta la siguiente forma general. 


Pza + + o+bx+a=0; 
donde neZ A n22 a abc#0. 


Reemplazamos en (*) 


a X =—. LOMO n Y — SON reciprocos y raices de 
m m 

la ecuación, a esta singularidad se debe el nom- 

bre de ecuación recíproca. 

Para la resolución se realiza lo siguiente: agru- 


par los términos equidistantes de los extremos, 
n 


factorizar x? (sin es par) y realizar el cambio de 
variable, como se muestra a continuación: 


De esta igualdad se obtienen las siguientes re- 
laciones; | 


e -2 
ily- 
x 


9.1.1. Ecuación recíproca de grado par 
Como casos particulares podemos indicar las 
siguientes ecuaciones: ”a 


arribo +bx+a=0 


ax+bx? +o +d? +cx?+bx+a=0 


Ejemplo 
Resuelva la ecuación 
12x*-4x%-41x?-4x+12=0. 
Pi 
Observamos que el polinomio es recíproco de 
grado par. 


2 e E ES 
> Ry) =X [12 -arai- +20 


> naseg (o 2) 0]= () 


TE E A AT O as El EA 
A REC A A RO 


vaciones polinomiales de grado superior 


y 


e TU. , ú ás «e i 5s 
LA Y rl ¿ Pipas 5 4 LN N in Aa 
a por y NO 


Ejemplo 
Resuelva la ecuación 
6 -41:44+97:7-97:+41x-6=0. 


Note que la ecuación se verifica para x=] 


nner 
TA 
«E? A eo 
; F 


12(y"-2)-4()-41 
> 12y?-4y-65 
(6y+13)(2y-5) 


> Ro = e [6(x+2)13 [2(0+2)-5] 
X x 
Luego 
e[6(x+2)e13]]2(0+2)-5] 
X X 
A AS 
> el a1 1a |= ) 
x x 


> (3x+2)I0x+3)0 -X2x -1)=0 


0 


> 3x+2=0 v 2x+3=0 v x-2=0 v 2x-1=0 


= E PR - PE AS 
E a Usa 2 

2, 3, 1l 

S=(-5 7? 5 


9.1.2. Ecuación recíproca de grado impar 


Como casos particulares se tienen ecuaciones 
de la siguiente forma: 


ax? +bxt+cx? tcx’ +bx+a=0 


ax! +bxĵf+cxX +dxt +d +cx+bx+a=0 


Esta ecuación tiene como solución a 
x=] y x=-l 


Entonces se podrá aplicar la regla de Ruffini 
para tener una ecuación de: grado menor a la 
propuesta. 


Tn 
p 


la” 
o) 


DAS" RA AN AAA 
VAT e y $ A Me TD Si - g 
PRES SN id o DE 
Eee PAS 3 NEIRA DAN siis 


E 


Problema N.° 1 

Dada la ecuación cúbica 
3-+mx+1=0; m e R, 

de raíces xy; Xx y x3, calcule el valor de 


'] 1 l 
+ . 
YX XaXoa oX, 


M= 


ca as) AATA 
FI PR 


AE S 
5 


6 -41 97 -97 41 -6 
sa| 6-35 62 -35 6 


[6 -35 62-35 6 [0 


> (e-Dl6xl- 351 +62 - 35x+6)=0 


> (x- Dx?|6x? -35x 102-245 |0 
e 


> (x-Ix? [o(x?+7)-35(x+2)+ 52|=0 (5) 
xX x 


Hacemos 


x+Ž=y -> + Lay -2 


x? 


En el corchete de (*): 6(y? - 2)-35y+62 
> 6y?-35y+50 => (y-5)(3y-10) 


> Besh] 


(oy? -PA 
a-pe [2 pu | 10x+3 Ly 


x 
> Ge-D(2?- 5x+2)(3x? -10x+3)=0 
Œ -12x -1x - 2Bx -1)(x - 3)=0 
> x-l=0 v 2x-1=0 v x-2=0 v 3x-1=0 
v x—3=0 
> x=lyv no x=2 v swi v x=3 
9 i a 
tal 
=4k-:2-:3 
s=(33 33) 


l l l 
Como — +— + — = 10, entonces 
X XV X3 


Eo a Bias E a PAR 10 > 154 =10 
X1X9X3 3 


> 151=30. > 14=2 


Resolución 

Como xy; X> y x3 son raíces de la ecuación dada, 
pA2 Y X3 

por el teorema de Cardano se cumple 


e Xı +t Xy t4 =z 
> _m 
Xx + X9X3 +X3X; -g 


l 
-O AS 


Debemos calcular 


Problema N.” 2 

Si la ecuación x?-Ax?+15)x-3=0 
tiene CS={x4; X2; X3} tal que 
LEANE EA TA 
Xi Xə X3 


d i 
I Asta 


Resolución 


De la ecuación dada de raíces x4; xy y xy por el 
teorema de Cardano se tiene 


» Xy+X9+x3=k 


. X¡X9+xX9X3+X3X]=154 


*  x¡x9x3=3 


EEN > SETE má 
lo S ES S: Tia 


Problema N.° 4 


Si xy; X2 y x3 son raíces de la ecuación cúbica 


> 
24-61 +2x+15=0, determine Y xf. 


i=l 
Resolución 
Debemos calcular la sumatoria 


3 
Yx txa 


Problema N.’ 3 


Calcule el valor de m si se sabe que la ecuación 
+7 -mx-27=0 tiene sus raíces en progre- 
sión geométrica, 


Resolución 
a s y 
Sean Xx A Xx3=ar ` 


las raíces de la ecuación en progresión geomé- 
trica de razón; r#0. 


Por el teorema de Cardano se cumple 


e Xx +x9+Xx3=-7 
a 
> ~+a+ar=-7 
r 
* Xi Xt Xx9X3+X3X=-M 
* X1 x7x3=27 


> 2 a-ar=27 
r 


Como x,=a, entonces x,=3 es solución de la 


| 
> d4=27 > a=3 ; | 
ecuación. | 


Es decir 37+7-3%-3m-27=0 


4 
i 
> 27+63-3m- 27 =0 


63=3m -> m=21 


PEPA IE dah n 
ERC ad RAES 


e He " ¿Q Es 5 > 
- $ 7 sa e Es Ln y 
AA mein A A AOS 


Por el teorema de Cardano sabemos que 
5n 


Xi +X3 +X3 +X4 + X5 po ai 


(-24 3) (2-43) +(1+ 1) +(1-1)+x5 =-5 
-6+x5=-5 


=>  xg=l es solución 


Reemplazamos (xs=1) en la ecuación 


i=l 
donde xy; xz; x3 son raíces de la ecuación. 
Por el teorema de Cardano se tiene 
(6) 


. +42 2=3 


| 2 
* XX +X]X3 + X2X3 sg 


Usando productos notables obtenemos 
E +x2+x3)=(3) 


$r + +x3 + 2(x3X2 + X1Xg + X9X3)=9 


1 
dud+x=7 


Problema N.” 5 e 

Si la ecuación de grado 5 tiene coeficientes ra- 
cionales nx+5md+a+bx+cx+d=0 y tiene 
como raíces a /3-2 y ¡-1, determine el valor 


a+b+c+d 
n . 


de 


Resolución 
Como los coeficientes son racionales, entonces 
usando la paridad de raíces deducimos que 


xy =-2+ 43 $ xo =-2- V43 
x3=-1+i 
-) x=-1-i 


Denotemos por x; a la quinta raíz. 


Problemá N.?.7. 


Si una de las raíces de la ecuación cúbica 
3 2 
3x"+ax*+bx+12=0 con coeficientes reales es 


l- v3i, calcule el valor de (a+b). 


Resolución 


n+5n+a+b+c+d=0 > a+b+c+d=-6n 


la+b+c+d)__g 
n 


Problema N.* 6 

Si la ecuación polinomial 

Ppoy= 0-24 +nx+m=0, (m; n} cZ, tiene 
como una raíz 1+2i, halle el valor de mn. 
Resolución 


Como x,=1+2i es raíz, entonces x=1-—2i es otra 
raíz. Formemos un factor de Piy)» así: 


y 2-42 +1 -20x+(1+200 21) 
> fiy=x"-2x+5 es un factor de 

Pu =-2 42m +nx+m 
Luego, la división Piy +fg) es exacta. 
Aplicamos el método de Horner 


—J0n +25 


' 4-10 


-> n+(Mn-10)=0 a m+(10n+25)=0 
> n=2Am=-5 
mn=-10 


- Problema N.*8 


En la ecuación cúbica +px+q=0, de coefi- 
cientes no nulos, indique el mayor valor entero 
de p que hace que las raíces sean reales dife- 
rentes. Considere que q € (-1; 0). 


naint 


Resolución 


Sean x = 1- v3i; X2 Y Xy, las raíces de la ecua- 
ción 3x9+ax*+bx+12=0. Como. los coeficientes 
son reales, entonces xy =1+ 4313 (paridad de 
raíces). Si aplicamos el teorema de Cardano 


Se sabe que la ecuación x’+px+q=0 tiene raí- 
ces reales diferentes. 


p=(2Y.,(2Y <0 


Scanned by CamScanner 
, > 
- e A 


para el producto de raíces, tenemos 
-12 

X1X9X3 "q > X X9X3 = 4 
Luego 

(1-30(1+430)xy =-4 

ENSC 

=> [i- (430) ¡A 
> Ax3=-4 > .xg=-1 
Además 


x+ Xg + Xg == => l-VB3i+1+V3i-1= 2 


Como x3=-1 es raíz, entonces en la ecuación 


3- D+) Dbl- 1)+12=0 


> -3-3-b+12=0 > b=6 


a+b=-3+6=3 


Dada la ecuación 4-2 +x+3=0 de raí- 


ces a; b y c, halle el valor de 
a+b+c+ab+ac+bc+abc. 
3 3 3 
p 1 os B = - O -4 
) > de 2 
3 
D as E) 0 
) i ) 


Halle la suma de las raíces de la ecuación 
2x3 -9x-3x?=x(9-3x?-4x). 


Como-1<g<0 


> 0<g*<1 


En consecuencia 


3 
ELE pW 3 
pa EA no db de 
a A E il 


a 


Luego 


O +0 


Si pe Z, entonces el mayor valor entero de p 
es -2. 


o A N 


e _ProsLemas E PROPUESTOS 


BERTS i » 
DX RAA MZ A 


Halle el valor de e + rs + r$. 

A) 7 B) 1 © 9 

D) 6 E) 4 
. Sea la ecuación polinomial 


2-12:%+3ax-2b=0. 
Si sus raíces están en progresión aritmética, 


¿cuál es el valor de 2:18, 
A) 1 B) 2 O 3 
D 4 E) 5 


¡ 7. Sia;byc son raíces de la ecuación 
A) -0,2 B) 0,8 C) 3,8 


3 0.2 AS 
e E —2x*+3x-4, halle —+—+ —. 
D) -1,8 E) -2,0 x*-2x*+3x pas 
Sean xy; Xz y X3 las raíces de la ecuación a) 3 B) é o 3 
+ar+bx+c=0 de modo que x,+xy+x3=0 4 3 
pr EE D) A i E) 3 
q X2 X3 l 3 2 
Halle el valor de a+b+c. 8. Dada la ecuación cúbica 
A) -2 B) -1 00 ax? +/2x? =2-cx de raíces m;n y p. 
Calcule el valor de J. 
D 1 ; . E2 E 5 na 
J=(nn +mpy +p) 
Dada la ecuación mx*-x+4 de raíces a, B x 
y 6, halle el valor de m si se sabe que A) y2 B) 1 e 
1 2 
2 a E = E) ca 
ap+l „B0+1 Garl =1! < Ez 2 
B 8 & 
9. Si a; b y c son raices de la ecuación 
A -3 B) : E ¿px +qx-r=0 donde r+0, halle el valor 
3 5 
D) ~ E) 4 
Al resolver la ecuación 
G+D3+(0+D+3=0 


se obtiene por raíces a f;; 7) y F3. 


10. Sila ecuación cúbica 15. Sila ecuación cúbica 2 =x2+1 tiene raíces 
-6+7x+n=0; ne Q, X1; X2 y X3, halle otra ecuación cúbica que 
tiene CS = fi 42: a+4b; n}, calcule el 3 tenga como raíces a X¡Xo; X2X3 Y X3X. 
valor de (a+b+n). A) A 
A) 3 B)4+42 07 B) 4-7 +1=0 
D) 8 E) -3/2 Q de 49D 

de | D) 4x9+x-1=0 


PE AN 
11. Sean xy; x2; X3 y x4 las raíces de la ecuación a EA 


bicuadrada /3x* + /2x? +1=0. 16. Si la ecuación cúbica 
Calcule el valor de xf + x3 +x} + x4. - *-1x*+8bx-13a=0, la;bicR, 

tiene como una de sus raíces al número 
A) 1 B) 2 €) 3 complejo 5-¿, calcule el valor de a+b au- 


D 4 E) 0 mentado de la raíz real. 


12. Si una de las raíces de la ecuación 


13, 


14, 


138 


nea py vamocanner 


: anes 


ap > 


xX-4x?+ax=10 es la suma de las otras dos, 
calcule el valor de a. 


A) 18 
D) 12 


B) 8 C) 10 


E) 9 


Si las tres raíces positivas de la ecuación 
x*-3mmix?+2x-12m=0 

están en progresión aritmética, cuya razón 
es dos, entonces halle el valor de A aumen- 
tado en una de las raíces. 


20. Sila ecuación cúbica 2% +mx=n tiene con- 


17. 


18. 
A) 42 B) 51 C) 47 
D) 48 E) 46 
NIVEL INTERMEDIO 
Si (x1; X2; X3} es el conjunto solución de la 
ecuación (2x+1)+(2x-1)=-4, 19, 
calcule el valor de e + nm = me 
XX 2% X3X; 
3 E 
=% Di oS 
) 3 ) å C) 0 
2 
p£ 
) 3 E) 1 
PII Eny PRIF 


RCA 


C) 10 
E) -10 


A) 1 
D) -4 


B) --7 


Si el número irracional 3- 2 es una raíz de 
la ecuación 
2x3 +x +rx+14=0, {t:r} CQ, 


halle el valor de t+r. 
A) -12 B) -8 C) -10 


D) 6 E) 12 


Calcule el valor de 6b+a si se sabe que 
YA +i es una de las raíces de la ecuación 
x*-2%-ax-b=0,a:be Z+, 


A) 10 
D) 14 


B) 6 C) 8 


E) 7 


Determine la ecuación polinomial de me- 
nor grado con coeficientes racionales y mó- 
nico que tenga como raíces l+} y y6+245. 


Dé como respuesta la suma de coeficientes 
aumentada con su término independiente. 


A) 20 C) 22 
D) -13 E) 24 


B) 21 


` ria A pra mm. 


25. Si (a+b) y (a-b) son dos soluciones de la 


Ei PERAE a 


21. 


junto solución (xy; Xz; X3} de modo que 


xi HAG xl =X Xp + X9Xg + X3X +3, 


calcule el valor de im. 

A) -1 B) -2 C) -> 

Dj = E) 2 
3 3 


Si el conjunto solución de la ecuación 
(c+ D+(x+1)=m es {a; b; c} de modo 


que HE =10, entonces, ¿cuál es el va- 
H y e 
lor de m? 
| 3 5 
A) - B 2 ia 
) 5 ) 3 z 


ecuación x*-20x7+64=0 donde a° >b’, en- 
tonces, ¿cuál es el valor de 3a°-2b°? 


A) 16 B) 28 C) 48 
D) 25 E) 18 

Si la ecuación 

ax? +(a-3)x? -25x 2422 +2b=0 


es bicuadrada, ¿cuál es el valor de a+b? 


B) 5 C) 4 


E) 2 


A) 6 
D 7 


Si xı y x2 son las soluciones de la ecua- 
ción bicuadrada x*-bx?+c=0 tales que 
fo-9 


"r p3 Xs ps A 


24. 


A A A il rd 


7 
= EJ 1 
Rs ) 


Si xy=2+i es una de las raíces de la ecua- 
ción 44-ax*+bx=5, {a;b} CR, 
calcule el valor de (a—b). 


O 2 
E) -3 


A) -7 B) 0 


D) -1 


Si la ecuación de coeficientes racionales 


- sar +bi—2=0 tiene corno dos raíces a i 


| yW2, determine el valor de 4a+2b, 
A) -1 B) -2 O 4 
D) -3 E) 3 
Resuelva la ecuación 


(2-52=3Lx?-4)+1, luego 
indique el producto de la menor con la ma- 
yor solución. 


A) -6 B) -9 C) -4 
D) 4 E) 6 
a it de OR - As 
` Lumbreras Editores 


28. 


29. 


X¡-X9=59X) >X9, Male El varor UE 2. 5, =L. 


B) 1 c1.2 


A) 0 
D) 3 E) 4 
Si la suma de las raíces de la ecuación 
axí+(2a+1)x?+a-1=0; a+0 
es (2a-6), calcule el producto de dichas 
raíces. 
3 ; 2 
Aa Z cr 
) > i 3 
D) 3 E) 1 
3 
Si a y f son las raíces de la ecuación 


x-2x+3=0, halle una ecuación bicuadrada 
de modo que dos de sus raíces sean a? y f?, 


A) xf -2x°+3=0 
B) “-14+81=0 
C) xf+2x°+9=0 
D) xf+14x?+81=0 
E) x-x24+43=0 


30. Dada la ecuación cúbica de raíces reales 


31. 


an 


Aé+má+nx+12=0, si tiene dos raíces si- 


métricas y dos raices recíprocas, calcule el 


valor de m. 

A) 1 B) -1 C) 3 
D) -3 E) 12 
Resuelva la ecuación bicuadrada 


(Sa?-4x* -(2a*+30?-1)x?+(a?+4)=0 
si se sabe que es recíproca. Luego dé como 
respuesta la mayor raíz positiva. 


2 3 2 
AE 3 “E 
3 y6 
D) E E) E 


Diada al mr arrnén 


Determine verdadero (V) o falso (F) según 
las siguientes proposiciones. 


n 

lL Ry=]]0+4x?) 
k=l 

IL Po=Pa 


lll. El coeficiente principal es 4”. 


A) FFF 
D) FVF 


B) VVV C) FVV 


E) VFV 


34. Sia” -a”*? es una de las raíces de la ecua- 


ción x? +3x+b=0, entonces, ¿a qué es igual 
el número a+b? 


A) 1 
D) b~? 


B) a C) b 


E) a”! 


35. Siles una dió real de la ecuación 


Mira ¿ALUARANS Nr paa LEN 
Piy= 5-21xt+ax3+bx?+cx+d 


~ de coeficientes enteros, se sabe que dos de 

"Sus raíces son n+i y 2m+V2 (m; ne Z*); 

además a+b+c+d=20. Con estas condicio- 
nes, determine el máximo valor de mn. 


A) 12 B) 10 C) 8 
D) 16 E) 20 


33, Sea Piy un polinomio de coeficientes ente- 
ros positivos de grado y coeficiente principal 
mínimo tal que 


O SE. E AN 
y 2 2i; al 7 E cs 


son n de sus raíces. 


:* Desigualdades 


(a+b++8=(0+b+3x(a+b +xMa+b); 
ab > 0, calcule el valor de A+. 


A) -2 B) -1 ©) 0 
D) 3 E) 7“ 


36. Dado el polinomio 
P => -3x -6x3 +10x?+21x+9, 


indique lo correcto. 


A) Tiene cinco raíces diferentes. 

B) Tiene dos raíces de multiplicidad 2. 

C) Tiene una raíz de multiplicidad 2 y otra 
de multiplicidad 3. 

D) Tiene una raíz de multiplicidad 4. 

E) Tiene una raíz de multiplicidad 5. 


Capítulo XII 


AAN 


1. Concepto 


Es aquella comparación que se establece entre 
dos números reales mediante los símbolos de 
desigualdad: <; <; >; 2. 


Luego sia: be R se tiene 


Ahora se definirán los símbolos £ (menor o igual 
que) y > (mayor o igual que). 


Definición de $ y > 
Dados a;b € R 
+  asbsiysolosia<b o a=b 


a>b => emperated” + azbsiysolosia>b o a=b 


a<b — “a menor que b” Las proposiciones a<b;, a>b; a<b y a2b 
azb —= “a mayor o igual que b” se denominan desigualdades. En particular, 
a<b —= “a menor o igual que b” a<b y a>b se llaman desigualdades estrictas, 
mientras que a <b y a>b reciben el nombre 
2. Definiciones - de desigualdades no estrictas. 
Definición de > y < De la definición de < y > o 
Dados a; b e R s +  a>0siysolo si a es positivo 
+ a>b siy solo si a-b es positivo +  a<0siy solo si a es negativo 


+  a<bsiy solo si b-a es positivo 


3. Ley de tricotomía 


Ejemplos Para cualquier número real a, se cumple solo 
+ 3<5 porque 5-3= 2 y 2 es positivo. una de las siguientes relaciones: 
+  —10<-6 porque -6-(-10)=4 y 4 es positivo. a<0 v a=0 v a>0 
+  7>2porque 7-2=5 y 5 es positivo. Corolario l 
*  -2>-7 porque -2-(-7)=5 y 5 es positivo. Para cualesquiera dos E EAR A a; b € R, sola- 
3 2 392 1 1 o mente una de las siguientes relaciones se cum- 
A u ay i n qg pon. ple:a <b v a=b v a>b 
Lumbreras Editores a 
SA i 
Prueba | | 4. Six<8 y y<-3, entonces de la propiedad 
Sean a y b números reales; entonces —b) tam- (e) x+y < 8+(23); esto es x+y-< 5. 
bién es real. Luego, por la ley de clausura para 5. Six<y, entonces 7:5<7-8, o equivalente- 
la adición (+) en R se tiene que a+(-b) es real; ` mente 35 < 56. 
es decir (a-b) e R. 6. Como 4<6, y si z<0, entonces de la pro- 


piedad (g) 4z > 6z. Por ejemplo, como 4 < 6, 
entonces 4-3) > 6-3), o equivalentemente 
-12>-18. 


Aplicando la ley de tricotomía para (a-b) e R: 
a-b <0 v a-b=0 v a-b>0 equivalentemente 
se cumple que 

a<b v a=b v a>b 
El teorema siguiente proporciona algunas pro- 


La propiedad (f) establece que si los dos miem- 
bros de una desigualdad se multiplican por un 


piedades de las desigualdades. Estas propieda- número positivo, entonces el sentido de la des- 

des pueden demostrarse utilizando los axiomas igualdad no se altera; mientras que la propiedad 

del conjunto R y las definiciones anteriores. (g) establece que si los dos miembros de una 
desigualdad se multiplican por un número ne- 

4. Propiedades o gativo, entonces el sentido de la desigualdad se 

Dados a;b;c;de R | invierte. | 

a. Sia>0 y b>0, entonces a+b>0 Las propiedades (1) y (g) también se cumplen 


para la división en vista de que al dividir los dos 

miembros de una desigualdad entre un número 

c Sia<b y b<c, entonces a <c (propiedad d (d+0) equivale a multiplicarlos por 1/d. 
transitiva) 


b. Sia>0 y b>0, entonces ab > 0 


Se dice que un número x está entre a y bsia<x 
d. Sia<b, entonces a+c<b+c y x<b. Esto se puede expresar como la des- 


e. Sia<b y c<d, entonces a+c <b+d 
f. Sia<b y c>0, entonces ac < bc 
g. Sia<b y c<0, entonces ac > bc: 


La propiedad (a) establece que la suma de dos 
números positivos es positiva, y la propiedad (b) 
establece que. el producto de dos números posi- 
tivos es positivo. 


Ejemplos 
l. Six<5 y5<y, entonces por la propiedad (c) 
x<y. 


2. Six<y, entonces por la propiedad (d) po- 
demos sumar tres a cada lado y obtenemos 
A A a a a 
3 Si x<y, entonces podemos restar 11 en 
cada lado y obtenemos x-11 <y=11. 


Ejemplo 

Considere el conjunto {x e R/—6 <x <4}. Este 
conjunto está representado en la siguiente figu- 
ra. El corchete en 4 significa que 4 pertenece al 
conjunto y el otro símbolo en —6 indica que -6 
no está en el conjunto, 


6. Intervalos 


Sea / un subconjunto de R (/ c R). Decimos que 
I es un intervalo si y solo si es el conjunto de 
todos los números reales que están comprendi- 
dos entre dos extremos (que pueden ser finitos 
o ideales), llamados extremo inferior y extremo 
superior, 


6.1. CLASES DE INTERVALOS 


igualdad continua a <x <b. Otra desigualdad 
continua es a Sx < b, la cual significa que a <x 
y x<b. Además de estas, otras desigualdades 
continuas sona <x<b y a<x£<b. 


5. Recta numérica real 


La recta numérica real es aquella donde exis- 
te una correspondencia biunívoca (uno a uno) 
entre los puntos de la recta y el conjunto de los 
números reales. 


OSRED ge j PEREA 4, BE u 
, a, ecltcdo XII; ¡Desigualdades 
es tie Pho ei 
q EA ió NE t ps 


» El intervalo cerrado de a a b es el intervalo 
abierto (a; b) junto con los dos extremos del 
segmento a y b, y se denota por [a; b]; así: 


a 


LLP 


A eL 
> AS 


URREA a 


Fig. 2 


La figura 1 muestra el intervalo (a; b), y la 
figura 2 presenta el intervalo cerrado la; b}. 


»  Elintervalo semiabierto por la izquierda es 
el intervalo abierto (a; b) junto con el extre- 
mo derecho b. 
Este intervalo se denota por (a; b]; de modo 
que 


A ES IÓN, A IA PEA E A A A E A 


cannea py vamocanner 


Si/ es un intervalo, puede ser acotado o no aco- 
tado. 


6.1.1. Intervalo acotado 


Es aquel intervalo cuyos extremos son finitos. 
Este puede ser abierto, cerrado o semiabierto. 


El conjunto de los números x que satisfacen 
la desigualdad a <x <b se denomina inter- 
valo abierto y se denota por (a; b); así: 


El intervalo (a; b] se muestra en la figura 3, y 
el intervalo fa; b) se presenta en la figura 4. Se 
utilizará el símbolo +% (infinito positivo o más 


infinito) y el símbolo — % (infinito negativo o me- 


nos infinito); sin embargo, tenga cuidado en no 
confundir estos símbolos con números reales, 
ya que no cumplen las propiedades de dichos 
números. 


6.1.2. Intervalo no acotado 


Es aquel intervalo donde al menos un extremo 
es el símbolo += O co, 


(a; +00)=4x e R/x > a) 
(0; bj={xe R/x<b) 
la; +0)=(x € R/x 2a} 
(=-=; bl={x € R/x <b} 


(=00; +)=R 


TY MANSLALAN Nel MUT WEAELS ESPALDA AMAIA NA tV pues se: 


derecha de manera similar al anterior y se 
denota por (a; b} así: : 


Ë sae 


as E a TÍ E po A SO i -tar dl 
SE A £ A r: A O : 
f: E << ¿ 
* Sn 5 PTE y A p 
ATSR ¿a «Sí > Y 29 y 
E 7 AZ S IA PAE, PEATS a 
PA A ‘£ p n 1% 


[a;b] contiene a los dos extremos; mientras que 
el intervalo abierto (a; b) no contiene a ninguno 
de sus extremos. El intervalo [a; b) contiene a 
su extremo izquierdo pero no al derecho, y el 
intervalo (a; b] contiene a su extremo derecho 
pero no al izquierdo. Un intervalo abierto puede 
considerarse como el intervalo que no contiene 
a sus extremos; por el contrario, un intervalo ce- 
rrado puede considerarse como el intervalo que 
contiene a todos sus extremos. 

En consecuencia, el intervalo [a; +=) se consi- 
dera como un intervalo cerrado porque contie- 
ne a su único extremo a. De forma semejante, 
(-œ; b] es un intervalo cerrado, en tanto que 
(a; +0) y (=œ; b} son abiertos. Los intervalos 
la; b} y (a; b] no son abiertos ni cerrados. El in- 
tervalo (-<o; +00) no tiene extremos, y se consi- 
dera tanto abierto como cerrado. 


6.2. OPERACIONES CON INTERVALOS 


Sean A y B intervalos. Se definen las siguientes 
operaciones: 


. Unión 
AuB=1lxeR/xeA v xe B) 


y PEE ERA PY PA 


Fig. 6 


La figura 5 muestra el intervalo (a; +=), mien- 
tras que la figura 6 presenta el intervalo (- «o; b}. 
Observe que (- oo; +0) representa el conjunto de 
todos los números reales. 

Para cada uno de los intervalos (a; b), [a; b], 
la; b) y (a; b), los números a y b se denominan 
extremos del intervalo. El intervalo cerrado 


` 


ovanneu yy Lanmocanier 


6.3. TEOREMAS ADICIONALES 
Seana;b;icid:xeR 


a. VaeR:a>0 

b. VajbicideR*/a<b a c<d > ac<bd 
c. ab>0 «e (a>0 1, b>0)v(a<0 A b<0) 
d. db <04 (650 ADE A 650 


l 
e. a>0 s -—>0 
q 


f a<0 e LA) 
a 


g. Sia y b tienen el mismo signo, entonces 


1 E- 1 
a<x<b e ->> 
. a x 


b 
h. a<x<b 
<x <b? :0<a<b 
— 05 x? <máxla?; b? |; a<0n 0O<b 
bcx <a ;a<b<0 


i. a+22VaeR* 


i br S2VbeR” 


”:: Aide 


p MUACIICOCIDA 


AnB=ftxeR/xeA a xe B) 
+ Diferencia 
A-B=[lx€ R/xce A a xg B} 


« Complemento- 
GA=A =A'=(x € R/x € A) 
A': complemento de A respecto a R 


A =R-A 


ES Ei +" 


$ E, eee 
L al+bi+a> ab+ac+bc, Y a;b;ce R 


m. Sixy;Xo; ...; Xn E R* 
además 
Xu Xg 0. Xa =1 


> XytXat. +X Nn 
n. MA2MG z MH 


Casos particulares 


. 2+2 > Jab, a; be R' 


a+b+c 


° Eas pr a OE S 
2 E. 1 
AS RE 
a bc 
ñ. Si 
xx +... E A 
An O OS 
donde 
X1: X2; -3 xp e R* AneN 


-> aso vosh 


o. Seanxy Xy; Xn ER rn neN 


Xg exg +.. +A k +X2+...+Xp j 


p p 


Sy io > y 
E AA Şi $ 


E po ze 


> 


4 
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Problema N.° 1 

Dados los intervalos 
A=fx€ R/-1<x<2) y 
B=[x € R/0<x< 3), 
¿cuántos elementos enteros tiene A N B? 


Resolución 
Se tienen los intervalos 


A=1x € R/-1<x< 2)=(-1; 2] 
B=(x € R/0<x< 3}=[0; 3) 
Los representamos en la recta real 


B 
A 
A | 
“æ 1 0 T 


de donde A ^n B=[0; 2] 


Por lo tanto, A ^ B tiene tres elementos enteros. 


Problema N.° 2 

Dados los intervalos 

A=[(a; a+5] y B=[a-1;a+3],a €Z, 

si la suma de los elementos enteros de (41B) es 
15, ¿cuál es el valor de a?? 


Resolución 
Representamos gráficamente los intervalos en 


ha rarta rosl 


De la condición suma de elementos enteros 
a+4A+a+5=15 => 2a+9=15 


=3 2a=6 > a=3 


a*=9 


Problema N.° 3 
Si se sabe que (2x-3) e [-6; 2), ¿a qué intervalo 
pertenece la expresión (4-5x)? 


Resolución 
Como (2x-3) e [-6; 2), entonces -652x-3<2 


Sumamos 3: -3<2x<5 


Dividimos por 2: <x< . 


Multiplicamos por —5: 5 2-5x > -5 


Sumamos 4: Arg 


Problema N.” 4 
Si e [1; 2], determine el menor valor de la ex- 


presión M. 


Le ETENA Ador LAR 


- oo a-l a a+3 a+5 +o 


de donde 418=(a+3; a+5) 


Luego, los ciernes i enteros de (A\B) son a+4 
pt 


o, 
e de 


Ens 


ocannea Dy LCamocanmer 


Luego 


té 2) e 1<A 2 e LETE 
xX $ 2 


E . anii 
Como 2 < x <|, realizamos las siguientes opera- 


ciones: 
5 
Sumamos 2: yx +253 
. 2 l 1 
Inverti : =2 >- 
nvertimos: 5423 
12 1 j| 
S 2: —22+—2- 
A AS 
M 


Por lo tanto, el menor valor de M es 7/3. 


Problema N.° 5 
Si x?+y?=18, halle el mínimo valor de x+y. 


Resolución 
Por teorema se sabe que 


xx +y*>2xy, Vx;yeR 
* — Sumamos Ay? miembro a miembro 
2x?4y?) > (x+y)?; pero x?+y?=18 


-> 218) > (x+y)? 


Resolución 
La expresión M la podemos expresar como 
1 


M=2+—— 
x+2 


Además, se sabe que Ze (1; 2] 


G E sa jiz Aiit AN EE I 
Caputo xi: Desigualdad 
Se o E E ERE a ES 
Problema N.’ 6 
Determine la variación de 


Giy=x*+x-1sixe (1; 2]. 
Resolución 
Escribimos en forma conveniente la expresión G. 


4G(¿y=4x*+4x-4=4x"4+4x+H1-5 


(2x+D?*-5 
4 


> Gx) = 
Como-1<x<2 > -2<2x<4 
=l <2x+1<5 
Elevamos al cuadrado 
> 0s(2x+1}? <25 
- —5 $ (2x+1)?-5 < 20 


5 _Q2x+ -5 
4 4 


5 
aw el 455] 


<5 > 25055 


Problema N.°” 7 
Si(x+De(2; 3] ^a Se 5) a (1 2), 
halle la variación de yz + 2z +x. 


Resolución 
Una forma conveniente de escribir 


y y sha A r AF 


36> (x+y)? e (x+y)? <36 
e kys6 


eS -6<x+y<6 


Por lo tanto, el mínimo valor de (x+y) es —6. 


Entonces ko api 


lę z <2 
0< (y+2) <12 [co 


O< zl[y+2)<24 


Luego 


-3< x <2 
-3< z(y+2)+x <26 


24. 
0< z(y+2) <24 [o 


(zy+2z+x) € (-3; 26) 


Problema N.° 8 
Si a+b=4, encuentre el máximo valor de 
ab+a+b+1. Considere (a; b} c R*. 


Resolución 
Escribimos en forma conveniente - 


ab+a+b+1=(a+D(b+1) 


Sabemos quesix a y € R* 


rafy ; 


—$ 


Seanx=a+1 a y=b+1, entonces. 


A 2 J(a+1D(b+1) 
Como a+b=4, entonces a+1+b+1=6 


52 CENCED 


Elevamos al cuadrado - ~ 


E 7 A A TAR 


YZPHLZTFX OS YZ ALZA ZA Y TAX 


De los datos obtenemos 


-2 <x+1 <3 — -3<x<2 


-I<Ž<5 > -2<y<10 


> 0<y+2<12 
do e 
Problema N.” 9 
Si x>-1, entonces, ¿cuál es el mínimo valor de 
la expresión f) = xt +3x+3, 
(x) x+1 
Resolución 


La expresión f podemos expresarla así: 


xt +2x+1+(x++1 


ka= x+1 
f (x+) +(x+1)+1 
WD EE 


x+l 


1 
Ey =D x+1 


Como x >-1, entonces x+1 > 0, Luego 


GD 2 Víx+DeR* 
x+1 


l 
Oi i 28 —» fix) 23 
m i 


fx) 


Por lo tanto, el mínimo valor de la expresión f 
es 3. ENS 


Problema N.° 10 


Sean x e y números teales del mismo signo. 
Calcule el menor valor de la expresión.. 


Resolución 
Como x e y son números del mismo signo, en- 


y ] i 
tonces — y — son positivos. 
x y 


 Aplicamos la desigualdad de las medias 


Z W 1 


1. 


| a=(2xeR/-3<x<1) y 


9IEITINOTI) o f xf +t 


E E E AE E T LES 
> (a+i)(b+)s9 - Y Xx x xX 
Por lo tanto, el máximo valor de (a+1)(b+1) es 9. Por lo tanto, el menor valor de la expresión es 3. 
TO "TA CU a 
E PROBLEMAS PROPUESTOS. 
ASA A. aR JE 


NIVEL BÁSICO - 2 ; 
i 5. Dado que E v 3)e (4; 6), halle el menor va- 
Dados los intervalos a 
A=(-2; 4), B=(5; 8] y C=(1;7], lor que puede tomar x. 
halle (A U B} AC. 
1 ; 
A) (1; 4) u (5; 7) Az a sd 
B) (114) u (5; 7] 3 9 
O (1,4) o (5; 7] D- E) 3 
D) (1; 7] 
E) (4; 5) i 2 
6. Halle la variación de kx) =3x* -6x +1 

Dados los conjuntos | sixe(-1; 2). 


B=1Í-y ER /0> y >-6), A) (2; 10] B) Il; 10) C) [-2; 10] 


D) (2; 1) E) l-2; 1) 
halle B-A. 
A) 3; 0) B) (2; 6) O [3; 6) 7. Dado el conjunto 
2 AA is (E 5 )e 2/55x<8) 


Sea [=(1-x; 2x- 1) un intervalo no vacío de Kalė i di 
elementos positivos. Halle los valores de x. IU ACA. 
-3 A A) 1 B) 2 C) 3 
A) xefr >) B) xe(2;1] D) 4 E) 5 
2 : . l 
C) xe E + =) 8. Sean a y b números positivos de modo que 
| 2 ab=25. Halle el menor valor de (a+b). 
D} x € ox; 1) E) xe(3, 1) 
; A) 2 B 5 C) 10 
Halle la variación de la expresión J = SR D) 2⁄5 E) v10 
si se sabe que (2x+5) e (11; 15). 
9. Sean x e y números. reales positivos de 
1 1 13 modo que x+100y. Halle el máximo valor 
A) Je (E q z) l B) Je E: >) que puede tomar la expresión xy. 


o sell; 1] | g gs © 1 


14? Q 


10. 


1t. 


12. 


13. 


14. 


e” =< La Y 4 ps e EE 
Hae AN, e E A 8 
H pras PED a at 
mibreras Editores: e IS 
Ce 5 


"Halle el mínimo valor de M = E 


six+y con x; y e R*. 


A) 2 B) 1 C) 4 


9 
D 3 E) 3 


Halle el equivalente del conjunto V. 


V ={(x+2)eR* x æ (2; + 00)) 


A) R 
B) R* 
C) ¢ 
D) Ri 
E) [2; +00) 


Halle el cardinal del conjunto F. 
F = {(2x- I)e Z/x e (-0; 2)U(7; +00)) 


E) 12 
E) 13. 


A) 10 B) 1 


D) 9 


Dados los intervalos no nulos 

A=(-1;a+1] y 

B=[1-a;b+l),b € Z, 

si l(4)=4 y (g)<2, calcule el valor de a+b. 


0 g- 
Ë -4 


A) 1 B) 2 


D) -1 


Halle la longitud del intervalo donde varía la 
expresión ky) =-x*+6x-3 si se sabe que 
x€(2; 6]. 

C) 9 


A) 3 B) 6 


NIVEL INTERMEDIO 


15. Halle el menor valor de la expresión J si st 


16. 


17. 


sabe que xe R*. 


J=x?+ 2 

X 
A) 2 B) 4 O 1 
D 5 E) 3 
Dados los intervalos 
A=(2; 7) y B=(2; 4 U[6; 81, 
A) (3; 4] B) (4,5) C) (5; 7] 
D) (4; 5) E) (4; 5] 
Dados los intervalos 


re 2) astal y clio) 


hale AABAC. 
Considere a<b y {a;b} c Z*-{1}. 


; 1. E, 
Ea (5 =) “a (ž;a] 
D) O E) (-a; b] 
Sean 

COLIN 
ti Fiz) eN y 
1 
A=| Ji, 
i=l 
Halle el valor de x e (An Z). 
A) =l. B) -2 C) 1 


19. Halle la variación de la expresión -= si se 
sabe que (2x-1) e [-5; 7]. 


a[i] or.) 


o (05) 


A) [1; 20] 
D) (-4; 0] 


20. Dados los conjuntos 


a (7+2)er/xet2 12) 
B=((2x-2)eR/(x-2) e(3;5]), 
¿qué se puede afirmar? 

Ll AuB=A 


Il. AnB=0 
MM. AUB=(A-B) u (B-A) 


B) sololl C) lyll 


E) solo lil 


A) solo! 
D) Hyll 


21. Determine el intervalo al cual pertenece la 
expresión h (y). 


Ay) = E 


a 
xxl 


sep at] 063 


E) (0; +00) 


22. Sean a; b y e números reales positivos. De- 
termine el menor valor de la expresión J. 


Fä a+b+c 
3Vab+bc+ca 
AY. BI c) za 
1 
D) 2 E) 3 


23. 


24, 


D) 2 E) 0 


Pr pa Du Ne fpi ARTEA AR OS 
san Capítulo XII: Desigualdades i; 
ARO A E te IIR AS PE 
otat ARRIT. 5 D a REE- D e E as $ TYS. LA 


Halle el mayor valor de la expresión (2x+1) 
si se sabe que (3- 2x) e [-l; 2). 


A) -4 
B) -2 
C) -1 
D) 5 
E) 4 


Dado el conjunto 


x+1 
Å= E R/- Jex<0p 


indique lo correcto, 


A) Ac(2 + 00) 
B) A no tiene ínfimo, 
] 


C) El supremo de A es 3 


D) El ínfimo de A es 1. 
E) A=[k +) 


Determine la variación de la expresión 


kx) =X? +2x -1 si se sabe que x e (-2; 3]. 


A) 1Sf,)<15 

B) -2< fy) $14 
©) kx) 2-2 

D) 0S £16 
E) -1S fy) <14 


. Calcule el mayor valor de f si se sabe que 


y 
2 p. 
(1? + y? (+ y] 
1 1 
A) 0 B 5 o; 
D) 1 E) 2 


27. Se define la familia de intervalos 30. Calcule .el máximo valor de la expresión 


A 1] peene L=92x +7 + 32y +7 si se sabe que x e y son 
n+] n | números positivos tales que x + y =1. 
Halle el valor de a/b? si se sabe que 

A) 2 
(ALA UA U.U Ags) (40 4)= 

B) 332 

pe 8: 

D) 2Y4 
A) : B) 3 O 6 E) 4 
D) 18 E) 9 31. Sean a; b y c números reales positivos de 


Dados los conjuntos 


A -|x € R/ (= ]e ((-2; 3-00) y 
- B=[xeR/(2x+DE((=; 9n(-3; 9))), 


modo que a+b+c=1, Halle el máximo va 
lor de k si se sabe que 


2(a? +b? +03) + 3abc > kíab+bc+ca). 


C) 1 


A) 5 B) 4 
determine la suma de los elementos del E E 
conjunto (A1B)NZ. -D) 43 E) 3 
; 2 
A) 20 B) 21 ©) 22 na 
D) 25 E) 30 32. Calcule el mayor valor entero de m si se 


. Considere a > b > 0 y x > 0 para hallar la va- 
riación de la expresión 


sabe que 


3/2 qn p?" en 
CE ICO 


a-b a” b"c” 
f = 1+ —, 
b+x 
Va b; ceR* a nel”. 
A) i<f<— B) 5</<1 C) a<f<b 
" A) 3 B) 2 C) 242 
D b<f<a E) 2<f <7 E) 34 


D) 342 
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Capítulo XI 


1. Definición 


Es una desigualdad que se establece entre dos 
expresiones matemáticas, las que tienen por lo 
menos una variable, la cual se denominará in- 
cógnita. 


Ejemplo 


La desigualdad 2x+3 >x+5 es una inecuación 
porque tiene una incógnita x, y se verifica para 
valores de x mayores que 2. 


2. Nociones generales 


2.1. SOLUCIÓN PARTICULAR 

Es aquel valor (o valores) de la incógnita (o in- 
cógnitas) que verifica la inecuación. 

Por ejempio, en la inecuación 2x+3 > x+5, una 
solución particular es x=5, pues 2(5)+3 > 5+5 
es cierto. 


2.2. CONJUNTO SOLUCIÓN (CS) 

Es aquel conjunto que agrupa a todas las solu- 
ciones particulares (si existen) de una inecua- 
ción. Si la inecuación no tiene solución, enton- 


2.3. RESOLVER UNA INECUACIÓN 


Significa hallar su conjunto solución. La reso- 
lución se realiza solo empleando pasos equi- 
valentes; por ejemplo, si queremos resolver la 
inecuación 2x+3 >x+5, diremos 


2x4+3 >145 Sy 2x+3+-3) > x+5+(-3) 
4> 2x>x+2 


eo ZIxt+tE>itEI+r2 


e x>2 
Gráficamente 
A A E = 
-00 2 +o 


Luego C5={x € R/x > 2}=(2; +09) - 


3. Inecuación lineal 
Forma general 


ces su CS es el conjunto vacío. siendo a; b e R 
::183 
>ocanmea py LCamocanner aj 
mE 4, epa: E oy iaaa cd US A 0 E) CA o OA 


2 


Ejemplo 
Determine x en ax+b > 0; a<0. 


Resolución 


ax+b20 es ax+b+Eb)>0+(b) 


+ ax>2-bia<0 


> Lars Ub); pues L ¿o 
a a a 


5 yo? 
- a 


Gráficamente 


4. Criterio de los puntos críticos 


Es utilizado para analizar la variación de los 
signos de los factores lineales (de coeficientes 
reales) en una multiplicación indicada. 


Ejemplos 


l, 


Sea P(y=(x-2Mx-5). Las raíces del polino- 
mio son 2 y 5.. 


Ubiquemos estos valores en la recta real 


1 1 
Zo 2 5 +o 


Las raíces del polinomio particionan la rec- 
ta real en tres zonas (intervalos). 


L xel; 2) 4 x<2 + x-2<0 2 
x-5 <-3 <0. Luego (x-2)(x-5)>0 


I. xe(2,5) e 2<x<5 e 0<x-2<3 
A -3<x-5<0. Luego (x-2)(x-5) < 0 


IM. xe (5 +0) e x>5 es 1-2>3 a 
x-5 > 0. Luego (x-2)(x-5) > 0 


Gráficamente P= &-2)(x-5) 
t y ~ $ Mi 
om 2 5 +. 


Sea P(y=(-3)c+ 1)(x-6). 
Las raíces son —1; 3 y 6. Ubiquemos estos 


valores en la recta real 
em l 3 6 +e 


Las raíces del polinomio particionan la rec- 
ta real en cuatro zonas (intervalos). 


Analicemos las variaciones 


Si se tratara de resolver Piy > 0, tendríamos 
que el CS=(-1; 3) U (6; +09). 


3. Sea P(y=(5-0(x-2). Las raíces son 5 y 2, 


pero las variaciones de signo cambian. 


7 IL PSA RI A DA O Ds 
Ts AR AE Trens TOTER T ARTATI 


a IA MA Go 
PRA EL LS DES O 


Capítulo XIII: Inecuaciones : 


E s pa Le 


cannea py Lamocanner 


Y. Inecuación cuagdratica 


siendo d4ibiceR a az0 


Resolución 
Como ax0, se divide ambos miembros entre 
a, teniendo cuidado el posible cambio en el 
sentido de la inecuación. Entonces tenemos 
ax?+2x+<) 20 
a a 


Completando cuadrados dentro del paréntesis 


29 (2), _b E] 
ax a) a a az0 
nl 
o[(++2) g 20 (1 


Pero recuerde que b?*-4ac es el discriminante 
denotado por A=b*-4ac. 
Vamos a reemplazar en (I) y tendremos 


a) 


Comenzaremos con el análisis de los casos po- 
sibles que dependen del discriminante. 


Caso 1 
Si A=0, reemplazando en (1) nos queda 


a+ 237 0 


Se cancela a cuidándose de la variación de signo. 


` 


Ejemplos 

L (r-D>0 > CS=R 
Pues V x € R se cumple al ser reemplazada 
en la inecuación. 


ais 


2. x*“-4x+4>0 & (x-2) >0 
MNotamos que se verifica Y xe R, excepto 
cuando x=2. 


~n CS=R-(2) 


3. -6x+9<0 e (x-3 <0 


Obviamente, la inecuación tiene el símbolo 
que hace que esta inecuación sea no verifi- 
cable para algún valor real. 


CS=4 
4. x-5% <0 e (e-5)=0 


Tenemos que la única solución es x=5. 
CS={5} 


Caso 2 
Si A=b?—4ac > 0, en (lI) damos forma 


olle 2)-E) 20 


2a) 4a 


Vamos a multiplicar por el inverso multiplicativo 
de a y aprovechando la diferencia de cuadrados 
quedará 


A erd 20 
2a 2a 2a 2a 


Para resolverlo aplicaremos el método de pun- 
tos críticos. Lo veremos mejor en algunos ejem- 
plos. 


Ejemplos 

l. Sea x?-5x+420. Factorizando por aspa 
simple, se tiene (x-4(-1D>0. Los pun- 
tos críticos serán 1 y 4, que son valores que 
anulan cada factor. 


Reemplazamos en la recta numérica 


Luego CS=(-<>, 1) U [4; +=) 


2. Seax?-4x-5< 0. Factorizando queda 
(-5M+1) < 0 > puntos críticos: 5; — 


00 $ 5 +00 
CS=(-1; 5) 


E 3. Sea (x-2(3-x) 2 0. Los puntos críticos son 
3 y 2. Cuando reemplazamos en la recta, la 


variación no empezará con (+), sino con 


(>). ¿Por qué? 
-e9 2 3 +0 
CS=[2; 3] 


Note que es posible multiplicar por 1) a 
“ambos miembros y nos quedará 
(x-2(x-3) < 0. Ahora tenemos en la recta 


a de E e... 


“. CS=][2: 3] 5 


En lo posible, usted ha visto las variantes. Ahora 
analicemos qué pasa cuando A < 0. 


cannea py vamocanmer 


PRO: 


5.2. TEOREMA DEL TRINOMIO NO NEGATIVO 


Demostración 
Ro =ar+bx+c=al| nèj-2 25) 


Tenemos que a >0 y analizando los grid de 
cada término se obtiene 


con lo cual Px) es siempre positivo, cualquiera 
seaxeR. 


Ejemplos | 
1. 742x043 >0 3 CS=R 


pues A=2*-4(3)=-8<0, y su coeficiente 
principal es positivo, 


e <0 > CS=4 

pues A=4?*-4(7) <0, y su coeficiente princi- 
pal es Positivo 

> 0<x244x+7<0 > 0<0 labsurdo! 


B> 


Otra forma 
x’+4x+7 <0 
x?+Ax+4+3 <0 


(+2. +3. <0 > CS=9 
o— 
positivo o cero 


Capítulo XIII: necuácionés 


ny 


A ANY idas > ns i wr " Po 5 has . $$ ps 
Ro AA A AA AA AS , E IS TAM dB 
E y A IA ES ES AA E A VESS . Mel st pai A A A 


Ejemplos 


Ll (x-DGOc-2(x-3)(-4) > 0 


Los puntos críticos son 1; 2; 3; 4, 


A A 


SLamÍéÚ0 vy Lamocaner 


6. Inecuación polinomial de grado superior 
Que tal si consideramos el polinomio de grado n. 
Pian" +a 7 4. +ayx +09 2.0 
donde a, + 0, además cada 
a; € R; i=4{0; 1; 2; 3; ...; n} 
Por el corolario del teorema fundamental del ál- 


gebra, se tienen n raíces, las que llamamos xy; 
X2% X3i Xgj  Xp> 


Si es que todas las raíces son reales, podemos 
factorizar 


anx -x -xx ... (xp) 2 0 


Entonces para resolverla aplicamos el método 
de puntos críticos teniendo en cuenta que te- 
nemos que -simplificar algunos factores cuyos 
signos se conocen. 


Teoremas 

vx a € R y Piw polinomio sobre R. 

a (œ-a) t 20 e (x-a20,ne N 
b. @œ-a)”+ <0 e (r-a<tne N 
C. (x-a) Pig <0 © Pw <0 a xta 
d. (x-a) P20 > P20 v x=a 


>= 1 E F 4 
De lo cual el CS=(-0o; 1] y [2; 3] u [4; +2] 


2. (DIA <O 
Simplificando se obtiene (x-3)(x+2) < 0. 
Los puntos críticos son —2; 3. 


Notemos que el CS=(-2; 3), pero icuidado!, el 
factor (x-1)?, cancelado, tiene a x=], que es un 
valor que anula el factor y que reemplazando 
en la inecuación original tendríamos el absurdo 
(0 < 0), esto quiere decir que x=1 es un valor no 
solución. 


“  CS=(-2;3)- {1} 


3. O-A -adet 5x6) >0 
Simplificando (x? +x, pues x°+x+] es 
positivo, nos quedaría 


(2-41 xi ?-5x-6) > 0, pero podemos 
factorizar y nos queda 


Q+2DG-DA -—D0—6Mx+1) > 0 


e e 12 6 


Problema N.° 1 | | 
Indique el mayor “valor entero qee verifica la 
inecuación lineal za 

NB AAN 


Loro <a <D, £emonces 4" <o A da0 >u 


A Luego al simplificar (de forma práctica), cambia 


Escribimos conveni entemente el sentido de la desigualdad, así: | 
e $5 1 2+y2 a- E -lay AN wi 
e aire. aii i ab ab ab ab 
E AA Como ab>0, tenemos x<-ab 
HE O ES T ^ CS=(-00; -ab) 
+ lps. tc 1 | Problema N.° 3 
PO. - Resuelva la inecuación lineal 
-> aedo > x</3- e E ERA nzo, 
CURS m 2m m 
Gráficamente ``. Luego dé la menor solución. | 
—00 - A, E 3 o Escribimos la inecuación así: 
v43- J2 i ; Le 135, +2). nco | 


Luego si x€ Z, entonces el mayor valor entero 2m 2m- 2m 


de x es 0. TA y arle da IN 
; i 2m 2m ' 
Problema N.° 2 saatt, A 
k < 
Resuelva la inecuación en x a ds 
.x+ab_ x+ab . 
—=>=——;¡0<a<b. 1-x<2x+4 => -353x 
Pd | ( | 
> x2-1. Luego CS=[-1; +00) 
Resolución : Faso 
Escribimos convenientemente Por lo A solución es — 1. | 
x. ab > ¿Y ao ox D 5 | | 
A da basa Problema N°4 | e | 
x ba Resuelva la inecuación lineal en x | 
T E ETE E -(Qb-Dx+bx>b+Hib E R. 


> Aam 
| p Aa 


En y LEE SES 
$ i TES S 


PA Resolución S PE ES de — Resolución: a adición 

| Cómo'la inecuación 2b- Dirite es «lineal; Como S=2; 3e es cel Yoani sotición; enton- ¿Sy 
dl entonces 2b-1=0: > pal. A, Lia SEs x152 Y 2x58 son os pamos s Juego 
ES E EA Ai, la inecuación tiene la forma”: AA Dik oi 

Luego la inecuación lineal Pr O ` DA) <O > y eo 
N o k ; ESAE ie $ E ARN ERA A 

eg A he. $. X3 OS Comparando con ls inecuación dada para iden- 
e ATA tificar los coefi cientes se tiene - RS 


a us -CS=(3: REN : A a : E CAE A ie AE A 


A Ta oaa >: 
atb. b 


Problema Ne 5. 


A STAR > azt A b=-6 >. ab? 
i indique cuántos: enteros verifican ta hsiculsción 


cuadrática xë +15 x : $ ppi n : Problema N° 7 E 
AS, Si la inecuación cuadrática mx ak4 s0 tiene 


Resolución . i solución única Xü calcule el valor de Reca 
Gi Escribimos la inecuación en su forma a general. | 


E a NES Resolución 00 h 
Como lá inecuación' cuadrática dada tiene única 
OS EA ; solución, debe cumplirse jue su coeficiente 
6-134630. AREI T MERE q prin- 
a AR , cial at iodio pali deci e es 
: a Es decird > 0 A A=a*- -4a=0 | 


Factorizamos por aspa simple. 


A GKN- 3)<0: CEE car ME 
E Hallamos los puntos criticos. PO E “a-4= 0.> a24. 


3 a>0aA ala-4)=0 


‘3x: -2= =0 > x= le 3= o. e >er Luego: a inecuación es MEP 
ES: | | A 4x+I<O ant 


“Luego ubicamos sxi y “z 5 enla recta mu 3 


; ` Se oficia que solo. un 1 entero: 1 verifica la: robiona Neg x E EIET 
e. | He SS AR A i - eco linnan cuadrática en x sk X 
a e ESE MEANA 00h SO ERSS, 


| Problema N.*6 © pe + 19 
-Si la: inecuación: ¡cuadrática biie Resolución 

o tiene. conjurio:> solución TCA Pi calcule z 5 Escribimos la inecuación a asi 
` proai E Ea NE O T Acaso; ¡AO 


canned by vamocanner 


Cancelamos A negativo y obtenemos pe Problema N.* 10 LH 
masas DA E Halle los valores de 2 que hacen que el polino- 
mio P(y=x*+2x+3 siempre sea mayor que À 


- Completamos cuadrados convenientemente 


all Jerga | | Resolución 
ARPE e E Debemos hallar los valores de À que verifican 


> 4+iAx+3-A> 0vxeR 


PP Pa | AR a Os a) — PARA A -t TO 


( i 3 i A4Ax+3 >A; YxeER 
=> |x+ 


de e A PUS3IUYO, 
entonces la inecuación cuadrática x9+x+1 < 0 
tiene conjunto solución vacío. 


no ARHIARA>0;A<0 O CS=p 


Problema N.* 9 

Resuelva lá inecuación cuadrática - 
ax*+(ab-1)x-b > 0; 0<a<E< 1, e indique los 
enteros que no la verifican. 


Resolución 
Resolvemos por factorización (aspa simple) 
ax? +(ab-1)x-b>0 
ax -] 
X b 
> (ax-DG+b)>0;0<a<b<l 
Hallamos los puntos críticos 


*. ax-l=0 > x=: noéque 51 
0 a 


+ x+b=0 => x=-b; note que-1<-b=<0 


Ubicamos los puntos críticos en la recta 


e Ib -.1:1 +o 
‘Los enteros que no son soluciones se encuen- 
tran en la zona no sombreada, estos son 0 y 1. 


NIVEL BÁSICO 


Respecto a la inecuación 

e AE Eira. 
iii verdadero (V) o falso (F) según las 
siguientes proposiciones. 
l. La mayor solución es 7. 
ll, Tiene seis soluciones enteras positivas. 
111. CS=(0; 7) 
iV. Si xges solución, entonces -xg >-7. 


Es decir, el polinomio (x?+1.x+3-2) siempre es 
positivo, luego su discriminante A debe ser ne- 
gativo 


A=2-4(3-)<0 => 42444-12<0 
-> (A+60-2) <0 
puntos críticos: -6y 2 


En la recta numérica 


"n 16 (6,2) 


Problema N.” 11 

Si se cumple que 

Vie R: Y -4x+292M, 
halle los valores de M. 


Resolución 


VxeR: x?-4x+29-M>0 
trinomio no negativo 


> A=(-4-4(29-M)S0 
> . A=16-4(29-M)<0 

| 4- (29-M) <0 > 4<29-M > M<25 
x Me (00; 25] 


Dado el conjunto 


x el «E 
E | 15 3 


5 


indique lo correcto. 
D We (10), 
B) ¥c(-%;-10) 
l - 
C) ee + ) 


D) e +o) 
j 4 


A) VEVF B) FVFF 
D) FVVV 


C) FFFV 
E) FVFV 


Halle la mayor solución de la siguiente 
inecuación. Ss 


2x-17 2x-13 
2e-U 2 
mm * 
A) 13 B) 14 O 15 
D) 16 E) 17 


Determine por extensión el siguiente con- 


junto. > 
as maga a 

Luego dé como respuesta la suma de los 
elementos de A. 


A) 0 B) 1 C) -1 
D) 3 o E) -3 


Resuelva la siguiente inécuación. 
2r-5<x+3< 3x- 1 


A) (5;8) B) (4; 8) C) (57 
D) (2,5) E) (3,7) 


3: Dado el poliami 
wz +20), - 
e verdadero (V) o falso (F) según co- 
rresponda. 
sE, P toma toma valores positivos si y solo si 
 x>4. 


Il. Pog toma valores negativos si y solo si 
-2<x<4, 
UL. P20 e x € Lo; -2] u (4; +) 


A) VFV B) FW. © VVF 
D) FVF E) FFV 


Resuelva la siguiente inecuación. 


iS RG 
Dada la inecuación lineal 
nx-2S1-xineZ”, 

calcule el menor valor que puede tomar x. 


A) -3 B) -$ C) -1 
3 3 
a 3 E -5 


x-3 x-2 x-1 
+ + 


2008. 2009 2010. ` 


A) (==; 2012) B) (=>; 1005) C) (és; 2011) 
D) =; zon) E) (2011; +=) 


Halle el conjtinto solución de la Aene 
inecuación. 


4x+1 < Sx=1_ 6x+2 


Metu, De 
A) -=;-7] 
B) Eo; -7] u [13; +09) 
C) (=; 13] 
D) |-7; 13] 
E) [-3;8] 


A] 
PASE, i 
dr A 
CE a 
¡Se A 
miaa a Ar OUS 


Mo 


C) solo II 


Abi de im 


DJ)" todas 


12. Con respecto ala inecuación 
Poy =é—nx+x <0, i 
indique verdadero (V) o falso (F) según co- 
- rresponda. 

L Sin <0, su conjunto solución es de la 
forma (o; B}, tal que (a; b} c R. 

Il. Si P(y es un trinomio cuadrado perfecto, 
entonces la inecuación presenta única 

solución. . 
IL Sin=4, el conjunto solución es el vacío. 


AV UA or ut Y VVT 


- 


17. 


10. Determine el conjunto solución «de la 


11. 


inecuación cuadrática 


. (2x-2(9-3x) < (3x+6)Qx-8).. 


a { ue 


B (= 3] vi; sb 


o (a Ju (2-42) 


Luego de resolver la inecuación 


x? -7x-15 <0 obtenemos el conjunto solu- 


ción (—0>; a)u(b; +02). 


13, 


By VA Y 127 . vv wy Ya 


D) FVF E E) FFV 
Respecto al polinomio 

Ry =x? Wbx+a, 

indique verdadero (V) o falso (F) según co- 
rresponda. 


L Sib<a, dont, >0; VxeR: 


 M. Sibsa, entonces Ry) 20; VxeR. 


14, 


CA VEV 


HI. Sib >a, entonces Ry) <0; VxeR, 


B) FVV © VVF 
D) FVF E) FFV 
Determine el mayor valor de k si se cumple 


que Py =x*-2x-22k; VxeR. 


15. 


AJ.5 


| | B) -3 O -4 
D) -2 E) 0 
El cuadrado de la edad de José menos 3 es 


mayor que 165. En cambio; el doble de su 
edad más 3 da un número menos que 30. 


Indique las alternativas verdaderas. 
I. a+b=1 


l (a+D(0+D=-7 
mn. (a-b'=109 


NIVEL INTERMEDIO 


. Siuna de las raíces dela ecuación ; 
x?-4x-B=0 pertenece al intervalo e o». 
determine el intervalo: de k. : 


A) (412) 
D) (35). 


o è: 1w 
ia ES ig 


A wh S 


Calcule el valor de iay si se > Jabe que 


el conjunto solución de la inecuación 


Do ny- 150 es el intervalo (m; i 


a BA. Ji 
D) -1 .. E, E). -2 


¿Cuántos años tiene José? 
CA BAN O 12 
=D) 15 + E) 13 


VxeR se cumple, ea 
e | mse: bre. CN i PTU | 
| E $ e GeT 
D) e | E) a-2 
. Halle el conjunto solución de 
sením—=x)+sen(2r-x) 2 
Ctt <. 


x 


A) 1 D0 
B) El I) 


. Determine-el iden valor de M tal que 


- 18. Sial número de monedas de Ss/. 5 que tengo 


lo elevo al cuadrado y le sumo seis veces di- 
- cho número, el resultado es menor que 72. 
¿Cuánta es la máxima cantidad de dinero 
que puedo tener: 
O S/.45 
as 


A) S/40. 
D) 5/30 


t B) 8/25. 


19. Si iento az0, tiene con- 
“` junto solución M tal que M=9 y M+R, halle 
los valores de NA 


A). -1; 8. 
y Hi; 3 


C) 3 ¿A 


D nal. 3 
e Ea 


20, Dados los contunoé- 


anfrer/osiol e 


B=ÍyeZ*/[xeA; x+y=8), 
halle n[4U BJ. ] 


A) 3 
D) 6 


B) 4 


Be. 
ya 


Lumbreras Editores 


25. Dada la ecuación con raíces complejas 
3 + (m+2x+m=-2, 
halle el máximo valor entero que puede to- 


mar m. 
A) 10 B) 9 C) 8 
D 7 E) 6 


26. Halle el mayor número real r que satisface 
la relación r<x?+4x+6;VxeR. 

B) 2 cC) 0 

E) -i 


A) -2 
D) 1 


27. Sean xp y x,las raíces de la ecuación en x 
x*+5x+a-a?=0 


Si xy < 0 < x;, entonces halle la variación de a. 


24, 


0) 
D) 


30. Luego de resolver la inecuación siguiente: 


CY) E 14= 405 

D) R-40) 

E) 0 

Determine el conjunto de todos los valores 


de Å para los cuales las raíces de la ecua- 
ción -k(x-1)-1=0 son realés y distintas. 


A) [-2; 2] 
B) (09; +e0). cy 


0) 12) 
D) 2 
E) (=; 2) U (2; +} -- 


Halle el número de elementos del conjunto 
(A OB) U(B A C) si se sabe que 


A= (xeZ/4<x+3<8) 
B=(xeZ/x”: Laso 


OF =(xeZ/x=k- Mide 


beso, oh BD 
A | 


IL Existe œ € Z* tal que zm también sea 


solución. 
I YxeCSnQ* se cumple que CS, 


B) VFF C) FFV 


E) VVF 


A) VVV 
D) FVV 


(mp Gen lo <0, 
considerando que 0 <n<l1, obtenemos 
como conjunto solución a (-%; a) u (b; c). 
Determine la proposición verdadera. 


A) -a>c>-b 
B) 1<ab<cb 
c) -a>c>b? 


m O a 


a a D D aM M O RD oM 


E cl TI 


A) (=D 
B) (=; 0) U (l; +22) 
©) (ooo; —1) U (l; +00) 
D) (=oo; —1) U (0; +00) 
E) (0; 1) 


28. Resuelva la inecuación polinomial 
WPH) < (x+ 6)(2x+2)x. 


A) (2; -1) u (0; 5) 
B) E3;-1)u+E1 3) 
O E?;-1)u (l; 3) 
D) (-3;-1) u (0; 3) 
E) (-2;-1)U (0; 3) 


29. Respecto a la inecuación 
x’ -3x-3x+122 x, 
indique verdadero (V) o falso (F) según co- 
rresponda. 
I. No presenta soluciones enteras negati- 
vas menores a -2. 


1er 
Le Ene O ER 
ee o 
PES E A 
JE ib azs 
KES PAR AN ¿A 
A Sa T s 


“e irracionales 


p 


Jua sg i 


E) œ >b>0 


31. Resuelva la inecuación 


e + el). 


A) e; -1)u El; 1) | 
B) +=; 1) U (1; 2) 

C) (-%; 0uE1 1) 
D) (-%;-2) u (2; 1) 
E) (05; -3) U (3; 1) 


32 Halle el conjunto solución de la siguiente 
inecuación. 


DEDIC 


A) CS=|-2; 2] 
B) CS=[0; 2] 
C) CS=(-o0; -3] 
D) CS=(-00; -2) 
E) CS=[2; +00) 


» Expresiones fraccionarias 


e eS Atea IAW Ta 
LIE TEA ` z e $ zy 
R FNA Ls: A ; 
Capítulo XIV 


e iechaciones fraccionarias E 


1. Conjunto de valores admisibles (CVA) 


Es aquel conjunto formado por todos los valores 
que garantizan que una expresión matemática 
quede bien definida. 


1,1. EXPRESIONES POLINOMIALES 


2. Ecuación fraccionaria 


Es aquella que se presenta como la división de 
f 
dos polinomios, cuya forma general es 22 0, 


x) 
donde A, es un polinomio no constante. 


Para resolver esta ecuación, se sugiere seguir 


las rea nmbare marce. 


NZD GMIA PAMELA v: 


P= ap” +a War. + a 40 


Paso 1 
at” Establecer la existencia de la expresión i 
CVA=C=( x +yilxeRryeRni= JA] para lo cual se debe asegurar que hy * 0. De 
aquí se obtiene un conjunto de valores que pue- 
1.2. EXPRESIONES FRACCIONARIAS de asumir la incógnita. 
Como la división por cero no está definida, en- Paso 2 


Procurar, en lo posible, transformar la fraccio- 


tonces el denominador no puede ser cero; así: 
naria en una polinomial, cuya resolución la co- 


fs = Ra R q e E 3 ER Qet o! nocemos obteniéndose un conjunto solución 
Yo e: Paso 3 
-$ Finalmente, el conjunto solución de la ecuación 
1.3. EXPRESIONES IRRACIONALES fraccionaria es la intersección de los conjuntos 
Estas expresiones están definidas sobre los rea- obtenidos en los pasos 1 y 2. 


les R, de modo que ffy) € R. 


a CuandonesparaneZ* an221fí920 


b. Cuando r es impar aneZt A n23 A 
fig € e; +00) 


ovanneu DY vamocanmer 


: 
Mra, 
CAMERON 
ETE Ne hs 


Ejemplo En resumen una inecuación fraccionaria de la 
Resuelva la ecuación forma 
2 po” É 

== Rd 20:00nQ +0 

e X x) -> 
Resolución será equivalente a una inecuación polinomial 

450 A x22 Qc Poy 2.0; con Qy +0 
> Xx+42+5=0 ES x+7=0 Ejemplo 
=> x=-1 - 
Resuelva z -9+2 < 
.  CS=(-7) x*“-6x+5 
3. Inecuación fraccionaria Resolución - 2% 
- Es aquella inecuación que se reduce a la si- Factorizando el numerador y el denominador se 

guiente fora general: tiene 

ESPESA 

(x-5 Mx - D“ 


Los valores admisibles serán todos los x e R, 
donde P y Q son polinomios y Q es no constante. excepto 5y1. 


cannea py vamocanner 


Resolución ERAS 
Como Q¿y+*0 > Qy» o 


Multiplicamos a ambos lados de la inecuación 
siguiente: 


11 shaji TN: 


RA > 0 por Ql, tao. 


Qo) T> :0 


con lo cual el sentido de la desigualdad no se 
altera., 

Luego;:simplificando se tiene Qiy *P(, > 0, Esto 
último sería una inecuación polinomial, siem- 
pre que Q(,, +0. 


e is CVA=R -45; 1} 


Procedemos a simplificar — — 2 0 
f ETE (a 


«Ahora transformamos a una polinomial ubican- 


do el denominador en forma práctica al lado del 
numerador, de modo que esté multiplicando 


(x-5) (x-2) <0 
Esta inecuación se resuelve usando el método de 
los intervalos para una inectiición etalirática. 


CS=[2; 5) 


Note que en 5 es abierto por el CVA. 


E, as 


4. Ecuación irracional 


Es aquella ecuación que presenta la siguiente 
forma: 


donde Pi) es una expresión irracional. 


Resolución 
Primero se determina el CVA, luego la ecua- 
ción original se reduce a otra equivalente más 
simple y la solución o soluciones de esta última 
ecuación se analizan si están o no consideradas 
en el CVA. 


Ejemplo 

Resuelva 
x2+12+/x-6:V/x-3=9x 
Resolución 

Cálculo del CVA 


x-6>0 a x-3>0 


> xX26Ax2>3 -> x26 


CVA=I[6; +00) 


RS A AONA i é BAR EAN INS 


o: div: Expresiones fraccionarias e irracionales 


Eat 
GATA RETA RS wae PT , . a “a ARR Ier RiEs aaah, 3 
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Para eliminar las raíces cuadradas, elevaremos 
al cuadrado miembro a miembro, teniendo en 
cuenta que podrían introducirse soluciones ex- 
trañas. 


(6-73) =P > («-6)0-3)=4 
> x2-9x+18=4 => x*-9r+14=0 
(x-7)-(x-2)=0 => x=7 v x=2 


Sp=(7, 2) (Sp: solución parcial) 


Luego 
CS=Sp ^n CVA 
CS={7; 2) ^ [6; +={7} 


Note que 2 no cumple la ecuación original, la 
misma se descarta cuando se interseca la solu- 
ción particular con el CVA. 


5. Inecuación irracional 


Es aquella inecuación que se reduce a la si- 
guiente forma general: 


Dando forma a la ecuación 


x2-9x+18+4/x-6-Vx-3-6=0 


(x-6)(x-3)+4/x-6:Vx-3-6=0 


donde P es una expresión irracional. 


Para resolver esta inecuación se procede de la 
siguiente manera: 


l Paso 1 
Factorizando por aspa simple Halle el CVA. 
e Ne-a BAN 8 650 ii 
vx-6:vx-3 ~ 3 Mediante pasos equivalentes, reduzca la inecua- 
Vx-6-Yx-3 -2 ción original y obtenga un conjunto solución al 
cual le podemos llamar solución parcial (Sp). 
(Yx-6-4x-3+3)-(Vx=6-4x - sae =0 
nd 
Siempre es positivo Paso 3 
Para hallar el conjunto solución final, interseque 
yx-6-y4x-3-2=0 el CVA con la solución particular (Sp); es decir, 
-> Jx-6-Jx-3=2 CS=Sp Nn CVA. 
SRE E SAEI 
Ejemplos ' c. b<vJa e (Osa a b<0) v 
l. Resuelva dx? —3x? +2 > x-1. v (osaa O<b A b? <a) 
Resolución d. bsya e (0sa a b<0)v 


CVÀ=(-%; +00)=R v(0sanosbrbsa) | 


Elevando al cubo x?-3x°+2 > (x-1)° ; E ME ; | 
Además, podemos aplicar la ten propie- | 


> x?-3x?+2 2>1-3x2+3x-1 dad: cuando una expresión { 
2+1 2 3x 


> 323x > l2x > CS=(-%; 1] 


, Se encuentra 

multiplicando a otras ei matemáticas 

en un solo miembro y se tiene cero en el otro 

miembro, entonces 

* Sin es par, se simplifica toda la expresión 
por ser positiva. 

* Sin es impar, se reemplaza off, por el ra- 


2. Resuelva Vx—3+Y99-x >x-10. 


Resolución 


dicando fy; es decir, se elimina el símbolo 
CVA:x-3>0 a 9-x20 radical. 
> x23 a 92x Ejemplos 
32x<9 -> CVA=[3;9] l. Resuelva Vx-2-(x? -3x +2)>0. 
-Veamos el sigñó de (x-10) Resolución 
d 
- Por el CVA CVA:x-2>0 => x22 | 
3Sx<9 > 3-10<x-10<9-10 > CVA=1[2; +00) 


=> -71<x-10<-] -> (x-1D) e R7 


dx? (x2-3x+2)>0 
— , 
positivo 


Luego, se observa que (x-—10) es negativo. 


—te 


6 
> vVx-3 $9-x > x-10 


positivo ` negativo 


Siempre se verifica que una expresión posi- 
tiva será mayor que otra expresión que sea 
negativa. 


CS=CVA=[3; 9] 


5.1. TEOREMAS 
Sean a; b € R. Entonces 
a va<b«0<ar 0<b n a<b? 


b. Ja<b > O<a A O0<b a asb? 


Problema 1 


Halle el conjunto de valores admisibles de la ex- 


ia Ea. Y 
presión ky) = Vl- x^ +=. 
X 


Resolución 


£y ER e 1-20 2 x20 


tX -ISO a xaO 
o E+DG-D<0 a x%0 


> -l<ér<l rxzx0 


-CVA=[-1; 1]-(0) 
Problema 2 
Resuelva la ecuación irraciona! 
y2x+ l=1- X; 
Resolución 


Hallamos el CVA 


2x+1>0 > x2-> M 
o cva =|-35+8) 
=|-4; 


Damos consistencia lógica a la ecuación 


Ier>O _ reil nm 


O A 
IDES SIY . 


e x2-3x+2>0 > (-2D-D>0 
e x€ o; l] u [2; +0)=Sp 
CS=85p A CVA=[2; +00) 


2. Resuelva Yx-1 Yx—2<0. 


Resolución l 
Eliminamos los radicales por ser de índice 
impar; así: : 


(x-D(x-2) <0 
Aplicando puntos críticos se obtiene 
CS$S=[1; 2] 


+i PAi I. 4 


E E - PROBLEMAS. ResueLros 


SE E 


SA EN S KA 240: 5 Fena 
As 


UR LA RUE 
De (I) y a 


-,Sxs! | O 


De (IID y (IV): CS={0} 


Note que x=4 no verifica (IV), entonces no es 
solución. 


Problema 3 
Calcule la suma de cifras de la solución de la 


ecuación irracional y2x -2=yY+4. 


Resolución 


La ecuación Y2x —2:= Vx +4 (6) 
también puede resolverse directamente elevan- 
do al cuadrado 


Y) =Jxr4* 
-> 2x-2(2)V2x+4=x+4 
2x—x=2(2)/2x 
2 EE =(4/2x) 
x*=16(2x) 


> x=0 v x=32 


>canned by vamocanner 


> x=0 v x=4 


A a A E 


Eliminamos radicales 
y 2x+1 =1(]-— Ajo 


2x+1=1-2x4x0 > (=x*-4x 


-> x(x-4=0 


(i) 


Ahora, debemos averiguar si estos valores verifi- 
can la ecuación (*) 


. =0 (no verifica; no es solución) 


+. x=32 (sí verifica; es solución) 
—> CS=(32) 


Por lo tanto, la suma de cifras pedida es 3+2=5. 


Problema 4 


Resuelva la ecuación irracional x+vVx-1=7, e 
indique el número de soluciones. 


Resolución 
Escribimos la ecuación así: 


x-1+4Yx-1-6=0 a x-120 
> Ai + dx=1-6=0 a 131 
(Vx=1+3)(Vx-1-2)=0 ^ x>1 


Note que (/x—-1+3) es positivo 
Vx=1-2=0 > Vi =? 
x-1=4 

> x=5 | 


Como 5 > 1, entonces 5 es la única solución. 


Problema 5 
Calcule la suma de las soluciones de la ecua- 


ción irracional Ya? +7=x+1 
Resolución 


Para resolver esta ecuación, eleyamos directa- 
mente al cubo. 


Problema 6 


Dada la ecuación eta 22 1)=3x!P de 
conjunto solución S=(x,; x2}, calcule el valor 


de x? Xz+ x2. 


Resolución 
Escribimos la ecuación así: 


23x -2=3Yx 
> Mx -3Yx-2=0 

MAL] 

Yx 2 


> (2Yx+D(Ux -2)=0 
2Yx +1=0 v Yx-2=0 
Y => v Yx =2 


> x= v x)=8 


Debemos calcular M=xx+x 03, es decir 


M=x ¡xo Ax +x09) 


1 1 63 
O 


XxX +x =-5 


octannea py Lamocanmer o 


3 
(47) =w 

> ATA +3x+3x+1 
3x?+3x-6=0 > x*%x-2=0 


> (x+2(x-1)=0 => x=-2 v x=] 


Xx +x9=-1 


> Ara ais Al 
$ Esi: i 
Elevamos al cuadrado para eliminar radicales 


is <x-3 => x+3<xX°-6x+9 


> 0<2-7x+6 > (x-Dx-6)>0 


Como x > 3, entonces x-1>2>0, luego 


GD (x-6)>0 a x23 


positivo 
(x-6>01x23 => x>6 


CS=(6; +02) 


Problema 8 


Dado el conjunto 
=[x eR/(Vx +1)(x-2) <0}, 


escríbalo como intervalo. 


Resolución 
Para hallar el conjunto S debemos resolver la 
inecuación (Vx +1W(x-2)<0. 


Como /x +1> 0; Yx20, entonces 
(Vx +D-2<0 
=> x20nx-2<0 


(4>0 A 1<2) 


himi p j 
Bie 


rropiema / 


Resuelva la inecuación irracional 


Jx+3<x-3. 


Resolución 
Hallemos el CVA y damos consistencia lógica a 
la inecuación 


X+320 a x-3>0 
> (2-31Ax23 > x23 


PR a 
a. E i n = od 


Li pyes > Le Pa idas 
ds veas Ús De se Tes ei 


Problema 9 


Resuelva la inecuación irracional 


Va —-7x+6<x. 


Resolución 
Aquí el CVA es el conjunto R, luego elevamos al 
cubo para eliminar radicales. 


3 
Ya? -7x+6 <x? > 2%-1x46<x 
> x-7x+6<0 > (+3(-DGr-2<0 


Ubicamos los puntos críticos: -3; 1 y 2 en la rec- 
ta numérica 


CS=(-00; -3] v [l; 2] 


Problema 10 
Resuelva la inecuación fraccionaria 
x+4 _x-4 


e "aa 


Resolución 
Escribimos la inecuación según su forma general 
x+4 x-4 


E e 
dá ed Daxrdnx*x-4 


(x+ 4)? -(x-4% 


<0 24 f-4. 
(x- Mx +4) ES A 


carnea py LCamocanmer 


> 0<x<2 


3 xE€El0; 2] 


S=[0; 2] 


x € (0-4) U [0;.4) 


Problema 11 


Luego de resolver la inecuación fraccionaria 


(e + y 


< (x-5)(x? +1), se obtiene CS E c} 
Si S es una fracción irreductible, ¿cuál es el 
valor de a+b+c? 


Resolución 
En la inecuación cancelamos el factor positivo 


(x2+1) y obtenemos 


x? +1 
x-1 


Síx-5) a xk] 


2 ` > 
7 +l ito A xXEl 
x-1 


2 +1-(x? -6x +5) 


<DA xxl 
x-—l y 


6x-4 
X- 


<0n xx41 


=> (6x-4M(X-D<0 a x%1 


Puntos críticos: 2, 1 


4-x-4 


— ~ <] 4 - 
G-50+0 A X#4 a xz-4 


& 16x(x-9+0<0 a xx4 1 x%-4 


2.0 _|2. a 
Luego E 1) = | p c), con r irreductible 


23 a=2;b=3;c=1 


a+b+c=6 


Problema 12 


Resuelva la inecuación fraccionaria 


-= -——— —- — 


Resolución 
Efectuamos algunas operaciones 
(x+2)-(x-2) 4 


2>0:x*2 a 
ETETEN +720,x% A x-2 


4 


x*- 


+220:x42 A xé-2 
4 3 


| A 
> a 3 7+3)20:xw2 A x*-2 


(alora Awhi 
31? -4 


(x-D(x+D 


e ai, os : 9 
TR XA? A xZ 


Puntos críticos: -1; 1; -2; 2 


cannea py vamocanmer 


| a > la rai 


: D de 4 J 


i Haile el conjunto. de valores a admisibles .. No 


Halle el: conjunto de valores admisibles de 


Om a 
D (i; a 


a de z B o w 


la expresión ES 


ka 


EN 
j PEU 


R ta=t 


D Ls; ai 
pe B; T 


EF 


D e a 


de nd 2- 


e + Pro 


PrE, ; eac y 


as 


ao . E a E | 


ectia : ción. ` 


ESA ON 


a infinitas 5 : 


.. 


$ halie el valor de $ - sxi 


o B3 E 
a E2 al. AY 


* ¿Cuántas soluciones poses ia siguente ecua- a 
- ción? 


ae 2 


-l1 1 2 


CS =(=00; -2) ù [-1; 1] U (2; +00) 


A 
¿DK 3: T Binh 


0 


E 


Si 3 es la solución d de la ecuación 


¿Vi+b= ys 


a 8 
D A 


ž Calcule R süma ¡de ds cuadrados de las S0- 


pe y determine et valor de Y-T K 


S 3 y La 


E: 2 


i n E EN 


De luciones de la ecuación: 


$ ua nh- a Enen 

ea NS E EN Luego dé como. respuesta | las suma i de los 
cuts soluciones tiene e lasiguients ecua; a e 
4 ción? - : pS 


AN do 
=D) ” 


a > 
; D) 2 : 


, D 


a 34 


5 13 


Resuevata saiae. Ryan a 


. Taíces. E 0 


ns 
Y; 


PETSA el conjunto solución: de > la siguente 
| ERRE : ` ecuación. BANS 
' Halle: a conjunta. solución de a a siguente LAO T jisi 


11. 


12. 


13, 


14, 


15. 


Si œ y $ son las soluciones de la ecuación 
irracional 14x =x+10, determine el valor 


de Ja-B. 
A) 100 B) 10/40 © JA10 
D) 5 E) 10 


Halle la suma de las soluciones de la si- 
guiente ecuación. 


Yx-1=x-1 
A) 0 B) 3 C) 2 
D) mk E) 4 


Halle el conjunto solución de la ecuación 


x+3=Vx2+4-5 
15 
A) [5| 


15 
D) [i 17; 1] 
NIVEL INTERMEDIO 


Halle el conjunto solución de la siguiente 
ecuación. 


(+1? -1 GD 


x+2 (xo? -l 
AD B) (1) C) 4-5) 
D) (6) E) (7) 


Calcule el valor de x que satisface la siguien- 
te igualdad. 


Y7+ Je +Y7-Jx =2 


rua Pi." Mia y Y O PM 


16. ¿Cuántas soluciones tiene la siguiente ecua- 
ción? 


Vx—-4+V4x +4 -2Vx—1 =0 


17. 


18. 


19. 


A) 0 B) 1 C) 2 
D) 3 E) 5 
Halle el conjunto solución de la siguiente 


ecuación. 


Vx +4/2x 1 +yYx-42x-1= 42 


aa E, 
D) [l; +) E) E 
Halle el cuadrado de la solución de la si- 


guiente ecuación. 
1 x-11 1( 9 
(HG) 
2 x+1/ 4ix+] 


A) 0 B) 1 o 4 
D) 9 E) 16 


Si a es una solución de la ecuación 


x? +3x a+] 
res de , calcule el valor de (z an, 
A) 3 B) Y c) 343 

3 ⁄3 
D) J E) > 


. Dada la ecuación fraccionaria 


4 4 
Ea 
X x+1 


si xy es solución, determine un valor de 
xo(xp9+D. 


PT N IUA A FRIA AMA 


aa j TR 


21. Si el conjunto solución de la inecuación 
2 
(x? 8)? -9) (x2 -7x +13) 
--- == —- E 
(1-0) (4- x?) 


es CS=tasb)u {-e;c} 0 <0, 
calcule el valor de (a+b+c). 


0 


A) -2 B) -1 c) 0 
D 1 E) 3 
22. Dada la inecuación 
LA IE do 0<b<a, 
x+a X+b 
su solución es la unión de dos intervalos, 
siendo uno de ellos 
A) (-o;-b). B) (-b; 0}. C) (b; +. 
D) (-a; -b}. E) Ea; +29). 
23. Halle la longitud del conjunto solución de la 
siguiente inecuación. 
Jx? -16 <3 
No B) 1 C) 2 
D) 8 E) 10 
24. Dada la inecuación irracional 
V4- x sv43x+2, 
halle la suma de las soluciones enteras. 
A) 10 R) 20 C) 30 
D 8 E} 6 


25. ¿Cuántas soluciones enteras tiene la si- 


guiente inecuación? 


Ax? <2x-1 
A) 0 B) 1 O?» 
D 3 E) 4 


26. Dado el conjunto 


(2-06 +13, 


A= R - 
(re x-3-Yx- 


t halle AC. 


"Capítulo XIV: Expresiones fraccionarias e irracionales ` 


31. 


+1 


i + see . 
meno: SIR E AAA 
TON 
f y 


O DRA tr Add pas 
A RN AN A O S 
IA AA ir NeT A 


ÀA) R 
D) (1; 3) 


C) (3; +09) 
E) (==; 3] 


, Halle la suma de todos los valores enteros 


positivos que satisfacen la inecuación 


Vx? -x-2 a y ag 


A) 30 B) 25 C) 21 
D) 18 E) 15 
. Halle el conjunto solución de la siguiente 
inecuación. 
Vx? -5x <x-3 
A) [5;9] B) [3; 5] c) [0;9] 
D) [5; +09) E) [3;9) 


Resuelva la inecuación 


Yr1<Ux +22 +2x +1. 


Luego dé como respuesta la longitud del 
conjunto solución. 


B) 2 C) 1 
D) 5 E) 4 


. Halle la longitud del conjunto solución de la 


siguiente inecuación. 


J10=x < J5x-2 
A) 48/5 B) 8 O 7 
D 9 E) 10 


Si a es la solución de la ecuación 


rx ag E 


2 y * 


halle el valor de a2-a+1. 


A) 2 B) 3 


D 5 


us 
— de 


Fiesi 
+A 


: Valor absoluto 


ii ip 


a ¿2 con » valor absoluto. 


AE de PEA E 


1. | Preliminares 


En matemática, el valor absoluto o-módulo de 
un número real x es su valor numérico sin tener 
en cuenta su signo, sea este positivo (+) o nega- 
tivo E), y se denota por |x|. Así, por ejemplo, 7 
es el valor absoluto de 7 y de -7. 


El valor absoluto está relacionado con las no- - 


ciones de magnitud, distancia y norma en di- 
ferentes contextos matemáticos y físicos. El 
concepto de valor absoluto de un número real 
puede generalizarse a otros objetos matemá- 
ticos, y siempre significa distancia entre estos 
elementos. 


Desde el punto de vista geométrico, el valor ab- 
soluto de un número real x es siempre positivo 
o cero, pero nunca negativo. En general, el valor 
absoluto de la diferencia de dos números reales 
es la distancia entre ellos. 


De modo similar a la interpretación geométri- 
ca del valor absoluto para los números reales, 
podemos interpretar el valor absoluto de un 
número complejo z=(x; y) en R?, que corres- 
ponde a la distancia en el plano complejo R? 
de ese número hasta el origen 0=(0; 0); es decir 


lzl=/x?4 y?. 


176. 


re E l rado de atorado. Bs E! 
i | Resolver problerias. de ecuaciones e ineciactones donde se s involucran expresiones 


OS a EAT RAA Š i 

AH nS A A OAE E E A A z 
2 E AT SI 9 C DEA EIE 
"s $ E A A = i s 


2. Definición 

El valor absoluto de un número real x es el nú- 
mero no negativo denotado por |x|, y se define 
así: 


Ejemplos 

. |5j=5 

e |-3[=-(3)=3 

.  |3|=3 

° h-v2|=-1+ V2 

e |V3-1|=/3-1 

+  |0j=0 

. henla 

: as, 

+  |2x-11=0 + 2x-1=0 
© 2x=1 
So x= 


a 


Ma Dn 


ovanneu yy Lanmocanmier 


cannea py Camocanner 


A AAN 


t 


BAAN 

PATEDA 
EN 
e MES € 
s 5 


Ejemplo 
Six e (-2; 0), calcule la suma de los valores en- 
teros de f. 


lx —31+ 11 +2] 


es 
(x) (2x —1 


Resolución 

Como x e (-2; 0), entonces -2 <x <0. 

Luego 

e -5<x-3<-3 => |x-3|=-x+3 

e 0<x+2<2 >= |x+2]=x+2 

e -5<2x-I<-1 > |2x-1|=-2x+1 
-X+3+x+2_ 5 


fi q. A 
A 07 TA xl 


Construiremos f(,) a partir de los valores de x 


-2<x<0 
> -—5<2x-1<-] 


l<-2x+1<5 
l 1 


5 -—2x+1 
5 5 


5 -—2x+1 
> 1 <f <5 


<i 


<5 


Si f( € Z, entonces f(y € 12; 3; 4) 
Por lo tanto, la suma de los valores enteros de 
fu es 24+3+4=9, 


2.1. INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 


El valor absoluto nos sirve para medir la distan- 
cia de un número x al cero. |x| es la distancia 


-entre x y el origen 0. Así, |6| representa la dis- 


tancia que hay entre el 0 y el número 6. 


distancia 


a EENE : E ai , 
ID le e 
} n } Hg — S> ]Áá dá  AAÁ 


0 6 


2,2. PROPIEDADES 
Y x; y reales se cumple 


a. I|x|>0[I]x|=0 «e x=0] 
b.  |xl=)-x] 
e. hel=x=|x|? 


d. Vx =lxl 


e. -|x| <x< |x| 
f. |x-yl=ly-x] 
g&  |x-y|=1x]: ly] 


Pri y0 


Iyi 
|x+y] < |x]+1y] 


3. Ecuaciones con valor absoluto 


Para resolver ecuaciones con valor absoluto, es 
necesario tener en cuenta los siguientes teore- 
mas: 


a. |xļ=a + a20 a (x=a v x=-a) 


b. |xi=lb] e x=b v x=-b 


Ejemplos 


l. |x-2|=5 e x-2=5 v x-2=-5 
e x=] v x=-3 
< CS=147; -3) 


e a PE A ed: NSE a 


2. |2x-1|=|3x-5] 
> ¿1=3x=5 Yv 2x-1=-(3x-5) 
5-1=3x-£x v 2x+3x=5+1 


4=x v 5x=6 


6 
=4 =- 
SS x WE 5 


3. x-5lx]+6=0 


Resolveremos por factorización 


1x1? -5|x|+6=0 
|x] -3 
|x] -2 


e (Ixl-3X1x]-2)=0 

Ix|-2=0 v [x|-3=0 
te x=2 v x=-2 v x=3 v x=-3 
n CS=1(3; -3; 2; -2) 


4. Inecuaciones con valor absoluto 


Para resolver inecuaciones con valor absoluto 
es necesario tener en cuenta los siguientes teo- 


remas: 

a. |x|<b & b>0 a -b<x<b 
b. |x|sò & b>Q0 a -bs<sxsb 
Cc. |x|>b e x<-b v x>b 

d. lx>2b & xs-b v x2b 


e [xI2ly] © (0+yGa-y20 


Ejemplos 
l. [x-1[<5 e -5<x-1<5 


& -4<x<6 


EE, A + E IA 

Lan E ej de ERA E 
O AO A t aa eri 
syt D i a Ea AR fi 


EA A oir i ARA Oe DA 
a ai 


2. |x+3i59 ES -9<x+3<9 
+ -12<x<6 


C5=[-12; 6] 


3. |x-2|25 e x-2<-5 v x-2>5 
& xS-3vx27 


 CS=(-0 -3] U [7; +=) 


4. |x-2]<|x-1] e -D<(x-0? 
e A-4x+4<1-2x+1 


3<2x & x25 


` CS = E +=) 


5. Teorema de la desigualdad triangular 


Dados dos números reales a y b se cumple 


Este resultado se aplica para resolver algunas 


ecuaciones e inecuaciones modulares de 
estructura muy particular. 


Ejemplo 
Resuelva la inecuación modular 


Lb2-x+11 s |x -11+12-x1. 


Resolución 


una 


Note que si hacemos x?—1=a y 2-x=b, enton- 


ces escribimos la inecuación así: 


la+b] < Ja] +-|b|: desigualdad triangular 
Luego, la inecuación siempre se verifica. 
2 CS=R 


æ- 
2 
¿e 


r A id 

y? za + A 
pi Pit 
A AS 


* An > Sei 
4 oep sr e e” 
as PEA A 
IEA OA Ps 
Ad a a 


A SA 
tE A AS 
EN AS A 


tulo XV: Valor absoluto 


cannea py vamocanner 


Corolarios 
a. Ja+b|=jaj+|b| + ab20 
b. |a+b| < lal+|b| + ab<0 


6. Método de los puntos críticos 


Cuando se presentan diversos valores absolu- 
tos, podemos aplicar el método de zonas. 


Ejemplo 
Resuelva la ecuación 


jx-2|+|x+2|+|x-5|=13. ' 


Resolución 
Cada valor absoluto lo igualamos a cero y los va- 
lores obtenidos los llamaremos puntos críticos. 
Es decir 
Ix-2|=0 e 1=2 
Ix+2|=0 E x=-2 4 
Ix-5|=0 e x=5 
Luego, se tienen tres puntos críticos: 2; -2 y 5, 


los cuales los representaremos sobre la recta 
numérica real. 


==. p 2 5 +o 


Ahora, analizamos cada zona (intervalo) 
L "xs 
x-24+x+2+x-5=13 + 3x=18 e x=6 
Como 6 > 5, entonces 6 es solución. 
Luego S ¡=16) 


I. 2<x<5 
x-2+x+24+5-x=13 
ES x+5=13 e x=8 
Como 8 e [2; 5) 
“—) Sy=0 


Il. -2<x<2 
2-x+x+24+45-x=13 
eS -x+9=13 es x=-4 
Como -4 £ [-2; 2) 
> Sm=0 


TV. x<-2 


RED x=15 


e -—3x+5=13 e x= 


Como => -2, entonces = es solución. 


Luego Siy = 2) 


¿oro vale) 


RS “Dada la expresión E WES s e Lian 
A E A a pd A 
| jee dE s; ELTE A i $ ai Gn 5 
des pan E cala el menor valor def. ks t; 


or xX- de y 46 sijia: 
S ¡A 58: ye ri AA, 
' i, xoy+4 A 

? Cs E PETIT 
Resolución $ YEN: 


Como x È: EE 0), entónces 1 ¿xs 0. w PEET 
Luego" y? : $ 
remando; ii -x]= L-x; herl]=xcer i $ rima 3 3 
: x+2+iox y di: t a sio Xo. es solución de la ecuación hem 
ca A E 8 calcule el valor de [so Mi 


; $ Ahora, hallaremos los valores de y. Ea > R tA a NENA Ao 


‘De- PS EEN dec cin 


| a e E aaa , 2x-220. A (3 mae v aaa 
RA po À %3 EENE eS A o 222. JA. ¿Cl v SES) 
c» AE ; p ps : ds sh sita i SN ; BAER AA ; pS Pe 
e e cm a A ha CN Ki 
O aa a o Ll e 
pe implique la expresión: siguiente: Amia a A al 


sn a > so 3 


E Luego 


e T ONS 
laz A Leraj=era 


| ld En 
Ge | ho la ecuación modular $ 
E | r 0 Comoy e 6:0 entorices 5<y <6: 


rales. A y -ê= va Y ES ; cal calcule cres. 


aid $ a ARIS sit E 


n PN más ` Capitulo XV dl 


Resolución l Problema 6 
Podemos escribir la ecuación así: Halle el conjunto 


o e ER S=Íve R/lx+ilalr+21+1x+31=5x) 


A A A a 


2 3 


3 2 5 
> (3 J6x-1i=10 > g 6x-1=10 


|6x-1]=12 > (6x-1=12 v 6x-1=-12) 


13 nm, a 


APD e 
Luego 
ast A p=-= (o viceversa) 
13 -11 13+11 
mè 3Ja—P|=3/2-=3 6 
l 
> 3Jo—p)=1241 
3]a-f|=12 


Problema 5 


Halle los números reales distantes de su cuadra- 
do en seis unidades. 


Resolución 
Sea x el número real. Luego la distancia de x 
con su cuadrado es Ix-x?l, 


Por condición del problema |x-x°l=6 
> x-x=6 v xX-x=-6 
> x-x-6=0 v x’-x+6=0 

E E D SORE 


Factorizamos. Como A < 0, enton- 
ces x no es real.. 


=> (x-3)1((x+2)=0 v xeó 
(x-3=0 v x+2=0) => (x=3 v x=-2) 


Por lo tanto, los números son 3 y -2. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


NIVEL BÁSICO 
t Sixe (3: +=), calcule el valor de 


_B-2x1+3 
(2-3x1+ 2" 


za a A A d . kd - kd - 


Resolución 
Para hallar el conjunto S debemos resolver la 
ecuación 


|[x4+1|+]x+2|+]x+3/ =5x (*) 


En la ecuación (*) se observa que 5x es positivo, 
pues es la suma de valores absolutos; luego, x es 
positivo (x > 0). 


Así, la ecuación (*) es equivalente a 
x+l4x+24x+3=5x => 2x=6 


> x=3 => S=(3) 


Problema 7 


_  PDadaslas expresiones _____________ — 


f(y=12x-3]+1 A 8(9)=13x-2|+1 
y el conjunto Q=[x e R/f(y 2 860)» 


determine el menor elemento de 2, 


Resolución 
Hallemos Q resolviendo la inecuación 


fio 2810; es decir 

12x-3]+1 > |3x-2|+1 

Luego 
|2x-3] > |3x-2] > |2x-31?> |3x-2|* 

> Ox-3) 2(3x-2? > (2x-3)-(3x-2? 20 
(2x-3+3x-2(2x-3-3x+2) > 0 

> (5x-5DEx-D20 > 5(0-D(G+DS0 
-1<x<1 > Q=[-1; 1] 

Por lo tanto, el menor elemento de Q es —1. 


6. Halle el conjunto solución de la ecuación 


[3x+1|=7-x. 
A) CS= (24; 5 


2 
B) CS=4 | 


A) 3/2 B) 2/3 C) 1 
D) 1/2 E) 13 


2. Calcule la suma de soluciones de la ecua- 


ción modular 
||x-3]-2|=0. 
A) 4 B) 5 C) 6 
D) 7 E) 8 


3. Respecto al conjunto solución $ de la ecua- 
ción | |2x+1/|-x|=x, indique lo correcto. 


A) Ses unitario. 

B) Ses vacío. ` 

C} S no es finito. 

D) S tiene dos elementos. 
E) ScR* 


4. Indique cuántas soluciones no negativas tie- 
ne la ecuación 


Vax? -4x+1=1-2x. 


A) 3 B) 2 O0 
D) 4 E) 1 
D ixl- x? 
5. Resuelva la ecuación modular 3 =0,e 


x*+1 
indique el cardinal de su conjunto solución. 


A) 0 
B) 1 
€) 2 
D) 3 
E) más de tres 


ó K egy ot 
ROR T 


me A 


5 > 
EAS eya i 4 a LA Y 
A A E Es RS 
AA O ai PEE EE OEA TE 


yo 


11. Considere aw F; xER. 
E id 


Si |--—=|< 7 indique la proposición verda- 
x 

dera. 

A) 0<a<12 


B) a>1 


C) CS=(-4) 

D) CS= (s a 

o cl 
7. Dado el conjunto 


A=1x e R/|2x-1|<3), 
halle su longitud. 


A) 0 B) 1 C) 2 


8. Sean x; y reales y diferentes. 
Si |x-5| <3 a |y-3] <1, calcule el mayor 


valor de A 

y 
A) 1 B) 2 O 3 
D 4 E) 5 


9. Indique cuántas soluciones enteras tiene la 
Ix—21-4 


inecuación modular 7 <0. 
x“+x+1 

A) 5 B) 7 O 9 

D) 10 E) 12 


10, Dadas las funciones reales 
ft9y=12x-6|-|x-2] y 
8()=12x-4|-|x-3] 
se cumple que fy Sg S xes. 
Calcule el menor elemento de S. 


A) 1/2 B) 3/2 C) 5/2 


15. Luego de resolver la inecuación 
jx} < [2x-1] se obtiene 
CS=(-09; a) U (b; +09. 


Calcule el valor de (2a+3b). 
A) 11/2 B) 1/3 O 12 
D) 11/3 E) 4/3 


o — o O o o e e ae 


C) 25 2a<17 
9 
D} 0<a<14 16. 


E) y <a<i3 


19. Halle el conjunte soiusión de la ecuación 
[|3x+1]-[2x-1]|=2x-1. 


C) CS={3} 


y þet 
e cs-fsi] 


A) cs=(!] B) CS=4 
endi 


20. Resuelva la inecuación modular 
OE E OE I E EE y 


25. 


` NIVEL INTERMEDIO 


Sea (a; x} c R+; con 3a < x. Calcule el equi- 
valente reducido de 


až -2|+3a-x ji 
para a = : 
12. Resuelva la inecuación modular a J200 
2x- Il-lx-5l 
aka” 0, A) 1 B) 1/200 C) 200 
| D) 4200 E) 2 
e indique la longitud del conjunto solución. 
17. Resuelva la ecuación modular 
A 3 B) 6 ©) o 11622 1_, aaa 
D) 1 E) a 
y calcule la suma de soluciones. 
: ; -4x +8 
13. Dada la inecua <4, , 
e -2 |. A) 1/2 B) 3/2 C) 1 
halle su conjunto solución. D) 2 E) 0 
A) (0; +00)-12) 18. Resuelva la ecuación modular 
B) R-(2) 12x —1| a 
C) R lx+21  x-1 
D R-(-2) 
E) 
o pon 
14. Resuelva la inecuación modular 
B) lo; l+ J5 
¡2x-1/+]1-2x] <0. ar 
1+ i, iz k 
A) CS=(-1; 1) C) 
B) CS=(-1; 0) 
-2 
C) CS=(0) D) me Ne F 
D) CS=ġ E) E 
E) CS=R 
Lumbreras Editores | KE 


24. Resuelva la inecuación modular 


14x+2] < |1-x1+3|x+1). 


A) xe 10) 
B) xe ¢-2; 1) 
C) o 
D xe &l;1) 
E) R 


Resuelva la inecuación 


21, 


23. 


YES T- A UN PS AS ~S 


y calcule el producto de soluciones. 


2 16 16 
e B pnl OEA 
A) š ) 3 c) 3 
4 8 
D = Ejas 
) 3 ) 3 


Resuelva la inecuación |x+3|-|x—1]| < 2x, 
e indique un intervalo solución, 


A) E3; 1] B) (1; 2] C) (2; +) 
D) (=; 1] E) (-3; 2) 
Si la inecuación Le? all vx- o 

; x-2x 


tiene CS = (2 b|, calcule el valor de (a+b). 


c) 5 
E) -2 


A) 0 
D) -4 


B) 2 


Respecto al conjunto solución de la inecua- 
- ción modular 2/4-x|-13-2x] < 5, 


indique Jo correcto. 27. Indique cuántas soluciones enteras tiene la 
mn enan ; inecuación modular 
u conjunto solución es vacío. SEES ; 
B) CS=(-%; 1] Jx? +lx-11-2x-15lx-1. 
C) C5S=(0; +00] 
D) CS=(-1; +) A) 0 B) 2 O 4 
E) Su conjunto solución es R. D) 5 E) 6 
Sa Uf "EMBA sa 
es pa c ORN EE ES - Capítulo XV: Valls 
ma Soh A: a E . OR Aa AN mE Se S È rri e > kii G a EA ME - eos: į ds r 


28. Calcule la longitud del conjunto solución de 


la inecuación modular 


x —lx-2] 
= $0. 
Ix-1-x 
5 
A == 
) > 


D) 1 E) 


u= lw 


29. Resuelva la inecuación modular 


V4x? -4x +1 2l2x-3l+2. 


vafi 
a a-f) 


C) CS=R 


D) CS E +) 


E) CS=0 


26. El conjunto solución de la inecuación 
lxf-1 
12x1-3 
es de la forma CS=(a; a)-(-b; b}. 
Calcule el valor de (a-b). 


pazo 


A) 0 B) > C) 1 


3 
D) = E) 2 
F ) 


32. Calcule la menor solución de la inecuación 


modular 

A] 

All lx)" 

A) e B) e ©) 1+42 
1+45 1+ 4/2 

E” e ==" 


33. Resuelva la inecuación modular 


TE 
tor 


he+2] < [2x-11+|31+11, Hac-|x-3]| < 1-2x, 


A ingus el complemento del çonjuntg so- e indique el intervalo que no es solución. 
lución. l ; 
i A) (-%;-1] 
D cm BR o [| B) 2-1) m 
| de C) (o; -2) | 
D) 4 E). Rt D) (-1;0) 
T i p is — AH) re 
30. Resuelva la inecuación modular 
lx—21+2x 2. 34. ¿Cuántos mat verifican la inecuación 
- e A 
[2x +1! xo | a FR 
A) (52)  B) (0-2) ©) o A) 0 B) 1 c) 2 
D) (2; 0) E) (2; 1) D) 3 E) 4 
31. Resuelva la inecuación 35. Indique lo correcto respecto al conjunto so- 
le Ari A A mo de la inecuación modular 
Jx-6x ad < 
[x-1] 
A) CS=(1; 36] dea A) SCR 
B) CS=(-1; 36] B) S-[3; +0)=[0; 3) 
c) CS=(-1; 1) C) S-(-3;3)=4 
1 | 
D) CS= —;l -5 =j; 
) E ) D) R-S | 3 3) 
MA 
o ol o op 
ice i eras | sot 
PASE AROME O 
ii Logaritmos en R 
Capitulo XVI 


CA -Resolver e ecuaciones  exponenciajes y togartmicas. | 


CA ei 


+ A Datfinicián A PAPA E NN ELLE A E A AA E E 


Sean los números reales N y b. Sib>0; b+1 y 
N>0, el número real x se denomina logaritmo 
del número N en base b y se denota por log, si 
y solo si la base b elevado al exponente x resulta 
el número N; es decir, b*=N, 

Simbólicamente 


donde N>0;b>0 A bx1 
log¿N=x: logaritmo de N en la base b es x, 


Ejemplos 
*  log39=2 © 3%=9 
+  log8=3 + 2=8 
10 

e  log¡532=10 & V2 =32 
* logl=0 e 7=] 
*  logi,12=1 + 12 =12 
»  Ellog,81se calcula así: 

3 


Xx 
Sea x =log; 81 => (3) =8l y» (372) =31 
3 
e 3*=3% y x=-4 
Rot log ¡ 81=-4 
3 


En general Y b>0 ^ bl, se cumple 
log¿1=0; logyb=1 


Ejemplos 
1 j 
. log, 5-logz10=1087 108) >=l0822 1-1 


MENA > 
»  log381+log,1024=l0g33*+l0g92 


=4log33+10l0g,2 
=4+10=14 


e - ib 


De la definición de logaritmo se cumple 


Ejemplos 

e 210855 

*  (m-4'm-9%=10:m> 5 

. ( y2 + 1) 820) 4 n 4 

+ Para calcular 3'896 procedemos así: 
glog916 — /g'°8916 _ _/gloga16 
310891616 => =3/08916 .. 4 


+ 50843) py existe, pues N=1- V3 <0 


2. Teoremas sobre logaritmos 


Consideremos que los siguientes logaritmos 
existen en R. 


2.1. LOGARITMO DE UN PRODUCTO 


o AA x meee RAD ——— R. 
CA EE A TS A E AG ETS 


Ejemplos 
- 108% (5)+108315=1083 (2 15)=10853=1 


5 l+ogy=log,x+og,y=log,(xy) 


Ayie s ee 
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| 
MORA S 1. aA 4 A FEO 
ía DI IDA zi > 


8 a pem del sarees) 


de base 


Ejemplos 
+ log, 3- 9853 _ 10873 


nea py Lamocarnmer 
"E 


A log, Y2 =108,21 =710g42= 7| ) 


2.2. LOGARITMO 
POTENCIA . 


1 


DE UNA POTENCIA EN BASE 


Ejemplos 
l 6 
*  logz2729=l0g,, 3= 510823 


3 
e logs 125=108,; 5* = 310825 =log25 


Ejemplos 
. logyz5=108, s 5%=log,125 
« — 1og¿1121=108 g V121 =logg11 


MA a “E ' .. 
ES IGN A 


` Lumbreras Editores 


es 


ES EN A 
PIDA ei A =. 
AE SN e 9 E 

Y IA A el 


Notación 


Se lee: “Logaritmo de N”, 


En general 


característica 


Ejernplos 
-Jog¡p2=0,301030... 


.. 


lo2,03=0,477121... 
log;20=1,301030... 
log,(30=1,477121... 
l0g¡200=2,301030... 
108,0300=2,477121... 
log;2000=3,301030... 
log,¿3000=3,477121... 


mantisa 


logN=n,abed... 
— 


2 JOgg2 10874 


logs 81 
A N ES z 
Slogs > log381=4 


2.4, REGLA DEL INTERCAMBIO 


Ejemplos 
a 9183290839924 


e 28055 _cl08052 5-1 


B 
5 


3. Sistemas de logaritmos 


Cada base de logaritmos determina un sistema 
de logaritmos; en consecuencia, existen infinitos 
sistemas de logaritmos para una base positiva 
y diferente de 1. Los sistemas más importantes 
son el sistema decimal y el sistema hiperbólico. 


3.1. SISTEMA DECIMAL O DE BRIGGS 


Es aquel sistema de logaritmos en el cual la 
base es 10. 


Al EAR A ag ie AER pa hs Ha, 
k: E 

E ER ETA uds ' 

Y y 3 - * t Y 
e ai FE RESTE En o s e A 
Dd E NES ROSA RA - IDAS = 
E IO Pe Mae de + aN AMA y ai 

-~ 


Ejemplo 
Halle el número de cifras de N=2% 
Considere log2=0,30103 y log3=0,47712. 


se. 


Resolución 


logN=l032"+10g3?" 
+ logWV=50(l0g2)+20(log3) 
log V=50(0,30103)+20(0,407712) 
logV=15,0515+9,5424 —= logW=24,5939 
Por lo tanto, el número de cifras de Nes 24+1=25. 


4.. Cologaritmo y antilogaritmo 


4.1. COLOGARITMO 

Se define el cologaritmo de un número positivo 
N en base b como el logaritmo del inverso mul- 
tiplicativo de N en la misma base b; así: 


3.2. SISTEMA HIPERBÓLICO O NEPERIANO 


Es aquel sistema cuya base es el número tras- 
cendente de Euler. 


et Aod edou A 
rn TARGET ..=2,7182818... 
k=0 
Notación 
Ejemplos 
+  Inl=0 . POzxx>0 
+  Ine=1 . Ine x>0 
*  Ine=x e logx==>-; 
ai 
. nve =} e” Fse? 
Teorema 


En el sistema decimal, la cantidad de cifras de la 
me entera de un número N > l está dada por 


racte 


G Pe ale 
Sai 
PES 


mE : Et 


ArH 


PE FEH e. ¿e e o ae de rad 6 =s ' ? 

paz i3: + mr a RO Sa ea AT A LT, OA 

TA e f z aa EA EN PE EEEE le SAA EAE e OA SA E A 
A e A E LE OL A T E i 4 


Propiedades 

Seab>0;bx1 

a, antilog,(log,N)=N 

b.  logy(antilogyx)=x 

c. antilog,x- AR 


Ejemplo 
Calcule el valor de S. 
S =antilogs2+logsantiloga5+antiloglogy5 


Resolución 

Como 

+  antilogz2=3?%=9 

+ — logzantilogy35=5 

» antilogqlogy5=4/8P=5/98:=5%=25 
=> S=9+5+25=9+30=39 


5. Ecuaciones exponenciales y 


” TR O A AAA O 


Corolarios 
a. cologyW=-logpN 
b. colog,N+log,N=0 


Ejemplo 
Calcule el valor de S. 
S=colog35+l0g925+colog2512 


Resolución 
S=-log35+l0g 3 425 + log, 2 
=-log ¿5+ log 5+9- Jog ,2 
S=9AD=9 


4.2. ANTILOGARITMO 


Se define como el operador inverso del logarit- 
mo y se denomina también exponencial; así: 
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2 

3 g3x-3 _ 33 
2 11 
-3== x= 
3x 3 > 9 


En general, Y a; b positivos y distintos de 1, se 
cumple 

e Siai=0Y => x=y 

+ Sia=b" > a=b 


5.2. ECUACIONES LOGARÍTMICAS 


Son aquellas en las que aparece la incógnita o 
incógnitas afectadas dentro de un logaritmo. 


Ejemplos 
l. Resuelva la ecuación logarítmica 
log(x+6)=l0g(2x-1). 


Daoaecriariay? 


IOGanunucas ' A A aa 4 
Debemos garantizar la existencia de las ex- 
5.1. ECUACIONES EXPONENCIALES presiones logarítmicas, así: 2x-1 > 0. 


Son aquellas en las que las incógnitas forman Luego, es lógico afirmar que esta ecuación 


parte del exponente. se verifica cuando x+6=2x-1. 
Ejemplos JS: Es decir hos 
| 1. Resuelva la ecuación exponencial 2x-1>0 a x+6=2x-1 > x> JARS 7 
gar -5 r+? Luego C$={7} 
Resolución 2, Calcule el valor de x en la ecuación 
92-52930+4H L} 2x-5=3x+2 log(2x+2)=1+log(x-3). 
> x=-7 => CS=1-7) Resolución 


Escribimos la ecuación así: 


2. Resuelva la ecuación exponencial . 
log(2x+2)=lo0g10+log(c-3) 


) 21-40. > x>3 a log(2x+2)=logl10(x-3)] 
Resolución x>3 a 2x+2=10(x-3) 
Escribimos la dd así: x>3 a 2x+2=10x-30 
(33) ' =(32)3 > x>3 a 8x=32 > x=4 


ovãineu vy LAamocanmier 


Séax> y>0. Calcule ei ¡ecpivalenes des.” Como I=log3=Ine=log.e=loglO 00000 
aii map E Sa ii A 
ao O | ; log} 3+ log; (10e) log, e +lo0g,30:: 

i +— + -1 

Resolución EN n  logi0+log(3e) logge . 

-3In(x?-y?) ie: (xy) ARA AER EAS S 
"InGe+ y)+InGx- y) In(x+y)+ In y Toga 30s log¿ 30€  log30e  logge 

Como 1094 b; a,b>0; bel; azl 


sin(x2-3) stt): (x-y) ER 
ny) eln- Y Rda y) i: i 


-> M= ore lap eos 10) «lg 3- -1 


a.” de ee M= (ogg 3de) +n3- l. 


ME 
a Sy: = 1+3- È.: > M= in3 : 


Problema 2. 
Problema 4: 


| Resuelva la ecuación logarítmica 
ENE A Hatle el valor de x en la siguente ecuación: 
| log(3=x]=logż+logx. a pedis RTEA 


olaa Ax>0 A e | 
pa: Sta 0 A R RLA 


42-30 A x>0 A [xl <5 
7 =y: Aa, yx =3 A osx <v3 


> La única solución: dë ésta ecuación es q T, ER 


ES w 


Problema 3: 
Halle elvalor de a 
“Tonio EOS ga) re 


E donde e es la base de e logaritmo neperiano, S 


EEG 


y luego dé como respuesta | la suma de las solu- 


ciones. 


Si inocalicida A 
E Aplicamos la regla del sombrero 


7 fog -iogx-6=0 


k “dlog: Qog- -logx-6=0. A 020 
x% Oi pa KSOS 


logs pg 
lg N42 
— (logx=3): (ogriz=o. A x>0 
logx=3. V lógx=-2 AX>0 
> x=10% v x2=107 ia 
Por lo tanto, 1a suma delas soluciones es 
x, #x7=10°+107°=1000,01. 


Si a y b son números reales positivos mayores 
que la unidad, simplifique la siguiente expre- 


saene) 
Resolución 
Sea x el exponente de b. 

b 
e 
a a 
> x=log,a 
Luego - ` i ATEN 


Problema 7 
Determine la base a tal que 
loga V27 ==> 
UNI 2004-11 
Resolución 
Por definición de logaritmo 
1 

loga V27 ==> e J =a? 

Elevamos al cuadrado 


| , 2 
1 
J27* E > 27=a7' 


a 27 
Problema 8 o 
Resuelva la ecuación logarítmica 
Resolución 


»  Hallamos el CVA 
La expresión logarítmica está bien definida 


Dada la 
lor de x. 


ecuación 3-25, calcule el mayor va- 


-en Ios reales si 
x-20x>0 + x(x-20)>0 


Aplicamos el criterio de los puntos críticos 


Resolución 
Podemos escribir la ecuación 


_3U-295.3 
> nis > (e-IP=loga(15) ` 


(xD? = ylog3(15) 


|x- 


> x= 


Xmár = 1+ /logg(15) 


i-on 


1+ffoga(15) v 1- Jonis) 


NIVEL BÁSICO 
Calcule el valor de x que verifica 


logs; (3-39) = 47+Y14+Yx. 


c) 8 
E) -l 


A) 64 B) 27 
D) 1 : 


Calcule el valor de $. 


S=10807 Me ) log675 E Jriogoz E ) 7. 


A 1 B) $ C) 


| min 


D) 2 E) 


Calcule el valor de M. ` 


sit S. E: (23) 
2+l08g35 A 1-log4s 9 A n3 


B) 2 O 1/2 


E) 110 


E FfiY 3 


A) 5 
D) 1/5 


CVA=(-00; 0) U (20; +00) 

De la ecuación despejamos x 
logsL?-20x)=3 e 1-20x=5* 

> x-20x-125=0 —> (x-25)(x+5)=0 


(x-25=0 v x+5=0). => x=25 v x=-5 


Ambos valores son soluciones de la ecuación ya * 
; que pertenecen al CVA. 
a CS=(25;-5) 


Se define en R* la expresión 
14+108yxX.. 


fan = Trog 


Calcuie el valor de 
f 

g- 10W 
(ta; 5) 


C) 1⁄4 
E) 2 


A) 1 
D) 1/8 


B) 1/2 


Simplifique la expresión M. 

| 2 

M=t0g. (delo, '-og. log ) 
9 


E 
x 


A) -$ B) 


Li 
3 


7 ER 
D) 5 E 


Se define la expresión 
n : l 
S.= Y rog(1- `). 
Řk=2 
Calcule el valor de Si09-S10. 


A) 3 B) 2 


e O sl a) ERE, 
calcule el valor de y. 
A) 9 D3 .05 
1 i 
D paes 
E de 


5. Six=logs2, calcule log¡g12 en términos de x. 


2x+1 7 y AO 2x+1 
A en 
) x+1 » x+1 To 
x+2 A 
D A 
) 2x+1 E) 2x+1 


11. Calcule el valor de M. 


E log(0,1) 
[os Sé 0otoss)] 
M = cologg V48 
A) 1/3 B) -1/2 C) 1 
D) -2 E) -3 


12. Simplifique la expresión E. 
logs [22 )- cologa16+1 
s 32 


E= 
AE. 8 1 
loss (5)-10 (zz) cotos (4) 


O 12 


E) 1 


D) 1/4 


B) 4 


13. Resuelva la ecuación logarítmica 


logl-x)=log(x—D), 


e indique lo correcto. 


A) Su conjunto solución es unitário. 
B) La solución es positiva. 
C) La sura de soluciones es 2. 
D) El producto de soluciones es 1. 
E) Su conjunto solución es nulo. 


aa: PR RN A AA E MS A Da a 


10, 


16. 


17. 


18. 


D) 0 E) -1 


Si log2=0,30103..., indique cuántas cifras 
tiene el número N=5?0. 2100, 


A) 15 B) 25 q 3S 
D) 45 E) 55 
Calcule el valor reducido de 


S = antilogyg; (log? (antilog;;z (colog, 8”). 


9 27 
E) Ya 


A) 3 B) 9 


D) 1 


LAOS E 

Ade CESI à $ 
T E + = A 
I 


WET GAN yi PN 
E A 


Calcule el producto de soluciones de la 
ecuación logarítmica 


Jlogx =1l0g Vx. 

A) 10% B) 10? c) 1 

D) 107?. E) 1074 

NIVEL INTERMEDIO 
Halle el equivalente reducido de S. 
fi 1 l 
5108 (3 ):108,-.(3)-108m2(4)-- 
A 1 

osh) loga(5) 

A) 1 B) n! O) na! 

D) En” E) (n-1)! 


Calcule el producto de soluciones de la 
ecuación logarítmica 


log, 2log y 2=108 y 2. 
16 64 

A) 64 

B) 36 


y” YU A 


ceannea py vamocanner 


ve 


15. 


AHMAD ABN ME SADA has 


ción exponencial 


id E maY 


.e+2e"*=3, 


A) 0 B) e? 


D) e E) 1 


Calcule la suma de soluciones de la ecua- 
- ción logarítmica 


logx+log(x-3)=1. 


A) 5 


-B)3 C) 
D) 0 E) 


ze 20. Sea la sucesión ` os 
KE [r0d;nez a A maz 
dp 

Ea n= LA 


Si s Fosa, rm pe calcule el valor de 3 


po ; 
CD 


C} 28 


-B) a $ 
PARE 


2t. Simplifique la expresión: aN 


` Considere s €=2,7182818.- Sa 


` Ni 15. 
D), 2i 


Mes a 5 


De E o 1 


2 Calcule elvalorde it.. $ AR 
¿Melo togat +logu: 102 logata 


D- a a 


AETR a Resuelvala |a ecuación gui | o 


e e indique al Iproducio de sus soluciones. 


EA dia ci 


19, Sean x e y dos números reales distintos que . 


2 


LJ ál 
D) 16 
E) No existe. 


verifican -y"=x*y?, Calcule el valor de 
ds E A z 
—(log,yx+1 log, y+1) ` 


B) 1 


¿103 


Calcule a valor d de x que ivérifica la ecuación 
antilog(log OMA nin 


or. 


Di i 
E) -2v1 


a a 
D) - z i 


G ER dë resolver la ecuación kartini 


log” +3log,10=3, se obtuvo: las soluciones 
reales bd y Xà si X? > e determine el valor 


a s B) o toga , ES 


D) 1 io D Ca 


‘ego de resolver la ecuación n exponencia | 


¿SEO IL: qe 


A es 


-SÈ obtuvo Sato sp Determine u un a valor 
q ee Cod. 3 : 


Jae la ecuación e e o n 


e O 


y Par N Jogg x= llogax|+12 e a j iela de 
PANT a e indique l la menor r solución. 


AA PA 


OULAnmeu pý väl 


f 


A 
D) 


SNS >. a cs solución de e ecuación tal | que. 
N Calcule ef valor de a- 10-*. 


30. Seala ecuación cúbica 


x? - (loga b) +hlog,b°cx-1=0 
de coeficientes reales. Si los números 1, 
logsc y logas son soluciones de la ecuación, 


MOLA ¿AE _ 


m > ab “be ac 


0 B) 1 C) 2 
3 o. DA 


„Si xo es solución de la ecuación logarítmica 


(log 5x1) = J, calcule el valor de logox;, 


A) en B) en 0) Z+ 
í Z- E A E EOE 
LA A 


32. Calcule el producto de las soluciones de la 
ecuación exponencial 


x 
3% 8x2 =6, 


A) 1 

B) log32-2 
C) log34-1 
D). -2(log36) 
E) 2(log34-1D) 


Resuelva la ecuación exponencial 
8*+12*=18* € indique la solución. 
v5 + L). m 


Considere logl5=a ^ og Ë 
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1. Teoria de funciones 


1.1. CONJUNTO PRODUCTO 


El conjunto producto de À y B está dado por 
AxB=Í(a;bYaeA a beB) 


Ejemplo 
Dados los conjuntos A=41; 2; 3) y B={a; b}, ha- 
lamos AxB y BXA, así: 
AxB=((1; a), (1; b), (2; a), (2; b), (3; a), (3; 0)) 
BxA=1(a; 1), (a; 2), (a; 3), (b; 1), (b; 2), (b; 3)) 
Note que AXB + BXA 


1.2. RELACIONES 

La noción intuitiva de una relación es la corres- 
pondencia entre los elementos del conjunto A 
con los elementos del conjunto B; tal es así que 
una relación de 4 en £ es equivalente a una co- 
lección R de pares ordenados (a; b) del produc- 
to cartesiano AXB; es decir, R es una relación de 
A en B si R CAXB. Luego si (a; b) está en R, en- 


Ejemplos 

1. Sean los conjuntos 
A=(1; 2; 3; 4), B=(u; d; t; c} y la relación f 
de A en B, definida de la siguiente manera: 
“A cada número le corresponde la primera 
letra de su nombre”. La relación fes 


. 


f 
AREA 


Observamos que a cada elemento de A le 

corresponde un único elemento de B. A 
este tipo de relaciones se les Hama funcio- 
nes y se denota por f: A—=B o A—L£5B. 
Se lee: “Función f de A en B”, donde A es el | 


C. A O p A y) (7 +A, VI ‘OU ë ëE EZ” S E ¡A 


Luego f=((1; u), (2; d), (3; 0, (4, 9} y 


tonces a se relaciona con b, y escribimos a R b. 
En particular, se requiere que, en esta relación 
R, a cada elemento de A le corresponda un ele- 
mento y solo un elemento de B; es decir, en R 
dos pares ordenados distintos no deben tener la 
misma primera componente. 


Luego R=((3; 2), (4; 1), (6; 1)) 

Observamos que a cada x e X le correspon- 
de uno y solo un elemento y € Y, llamado 
imagen, y ningún elemento de X queda sin 
imagen. Por lo tanto, esta relación también 
es una función de X en Y. Luego, escribimos 
=[(3; D, (4; 1), (6; D}. y 


13. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN 


Una relación fes una funcjón de Xen Y siysolo — . 


si en cada par (x; y)e f a la primera componente 
x le corresponde una sola imagen en Y. 

De esta definición se deduce que una función 
es un conjunto de pares ordenados (x; y) en el 
cual dos pares ordenados distintos no tienen 
la misma primera componente; es decir que a 
cada x le corresponde un único y. 


Ejemplos 
Dados los conjuntos A y B, así como las relacio- 
nes de A en B definidas por los diagramas si- 
guientes: 


g 


1 1 A 1 


1 F: z; 
: >. ¿+ i 


COMmunto UE paluda y D €s El Conjunto ae 
llegada. 


2. Sean los conjunios X=13; 4; 6), Y=(0; 1; 2) y 
la relación R, definida por 
(x; y) eR «e (x+y) es impar y mayor que 3. 


É pes aio Y Lx e e EES Pl A O dk i E TE E 
rita? A LN 7 ` gy ta W etai E 
$ $ YA 4 Sit $ a ` heti Ji Ms As t 
a a a 5 Capítulo XVI: ones. 
' a 3 e” » A ti y 
Ed (EA X e p » A, À z 
> z a) ARPA s O A A TL y en 
% epy 4 a Ls UE PO Ds ` 


¿Cuáles de läs relaciones (diagramas) no repre- 
sentan funciones? ¿Por qué? 


Resolución 
F no es función, pues 9 e X tiene dos imágenes 
en Y. 


De los diagramas también podemos decir que 
f, g y h son funciones. En efecto 


f=((1; D, Q; 0, 3; 9) 

g=([(42; 1), Cr; 3), (e; 5) 

h=((; 3), (2; D, 6; 7), 4; D} 
En cualquier caso, todas las primeras compo- 
nentes de los pares son diferentes. 


1,4. CONDICIÓN DE UNICIDAD 


5 E 


E 


gata ED e 


Ejemplo 

Calcule el valor de ab si la relación 

L0; 5), (1;3), (2; 2a-0), 1; b-a), (a+b?; a)} 
es una función. 


Resolución 
Como f es una función, entonces por la condi- 


1.5. DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCIÓN 


Sea £ X > Y una función. El conjunto formado 
por todas las primeras componentes de los pa- 
res ordenados (x; y) se denomina dominio de 
la función, y se denota por Domíf). Asimismo, 
el conjunto formado por todas las segundas 
componentes de los pares ordenados (x; y) se 
denomina rango de la función, y se denota por 
Ran(f); es decir 


Dom(f)=(x eX/3lyeY a (a y) € f) 
Ran(/)=1y € YlGyef a xex 


Por ejemplo, en la función f: X => Y definida en 
el siguiente diagrama: 


P A 
2 

BE E 
A 
8 


se tiene /=((1; 9), (2; 9), (3; 0), (4; ©} 


Luego 
Dom()=11; 2; 3; 4) y 
Ran(/)={4; 6) 


Observamos que el dominio coincide con el 
conjunto de partida, y el rango no coincide con 
el conjunto de llegada. 


En general, el conjunto de partida X coincide 
con el dominio de la función; el rango de la fun- 
ción puede o no coincidir con el conjunto de 
llegada, es decir 


Domíf) c conjunto de partida (X) 
Ran(f) c conjunto de llegada (Y) 


ción de unicidad se tiene 


2a-b=5 a b-a=3 > a=8 a b=ll 


ab=88 


1.6. REGLA DE CORRESPONDENCIA 


Es la relación que existe entre los elementos del 
dominio y rango de una función; es decir, en 
una función f de elementos (x; y) a la ecuación 
y=f(, que relaciona x con y se le llama regla de 
correspondencia de la función f, la cual se lee: 
“y es una función de x", donde x es la variable 
independiente, e y es la variable dependiente. 


Por ejemplo, para la función f: X — Y definida 
según el diagrama 


se observa que f=]; f(9=4; fí3=9; fy=16. 
Luego, si x e Domff), entonces fé es la regla 
de correspondencia de f. 


2. Función real de variable real 


Sea f: X — Y una función. SiXCR a YCR, 
entonces diremos que f es una función real de 
variable real; es decir, es un conjunto de pares 
ordenados de números reales y puede, por tan- 
to, considerarse como un conjunto de puntos 
en R?, Tales funciones son conjuntos especiales 
en R? que tienen, cuanto más, una intersección 
con cada recta vertical. 


Toda función f queda bien definida cuando se 
conocen su dominio y su regia de correspon- 
dencia. Por ejemplo, la función f: X => R tal que 
fx) = Vx queda bien definida cuando x toma 
cualquier valor no negativo, es decir, x 2 0. Lue- 
go X=Dom(f) c R$, cuando Dom(f)=R;, enton- 
ces X es llamado el dominio maximal. 


a i 
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2,1. CÁLCULO DEL DOMINIO Y RANGO DE UNA 2.2. GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 


Si f es una función real de variable real, enton- 
ces la gráfica de f es el conjunto de puntos (x; y) 
en R? tal que (x; y) es un par ordenado de f. Se 
denota por Graf(f); es decir 

Graf(£)=[(x, y) e R?/y=f6y A x € Dom(N) 
Por ejemplo, para graficar la función f tal que 
fgj=6x-x°; xe [0; 8], procedemos así: 
» Identificamos el dominio de la función 
Dom(/)=[0; 8] 
Tabulamos algunos valores de x e Dom(f), 
donde y=f, E) =6x-x : 


FUNCIÓN 

Sea f: X — Y una función real de variable real, 
cuyo dominio no se conoce y su regla de corres- 
pondencia sí está dada. Si (x; y) e f, entonces el 
dominio y el rango se calculan así: 

Dominio 

Dom(f)=(x e X c R/y=f¿,, existe en R} 

Rango 

Ran(/)=[y e Y c R/existe x e Domíf) a y=f()) š 


Ejemplo 
, [x+2 
Seaf: X > Y una función tal que f = a Para 


hallar su dominio y rango procedemos así: 
* Dominio | 
foy eR e zt ao e x(x+2 <0 a x*0 


4 . e 


Como —— =-(1+2), entonces 


| 2 
Lo =- -(12}. 


De la gráfica se tiene Ran(/)=[16; 9] 


2.3. TEOREMA 


A partir del dominio construimos fo- 


De -2<x<0 se tiene 


t-a 2 
--2— -1>-= 
2 dy x 


> 021+2 t> os-(1+?) 
x xX 
ž ; 

e (1+2)20 -> fix) 20 


Ran(N=R}=[0; +) 


Sea f una función real de variable real si y solo 
si cualquier recta vertical corta en uno y solo un 
punto a su gráfica Grat(f). 


Ejemplos 
Y 
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3. Funciones elementales 
3.1. FUNCIÓN CONSTANTE 


Es la función cuya regla de correspondencia es 
f(y=R; k € R. Su dominio es R y su rango es {k}. 
Su gráfica es una recta horizontal. 


3.2. FUNCIÓN IDENTIDAD 

Es la función denotada por /, cuya regla de co- 
rrespondencia es /¡,)=x. Su dominio es R y su 
rango es R. 

Su gráfica es una recta oblicua que pasa por el 
origen. 


Y 
1 
45° 
X 
3.3. FUNCIÓN LINEAL 
Es la función denotada por Y, cuya regla de co- 


rrespondencia es 
P.y=zmx+bimzs+0AbeR 
Su dominio es R y su rango es K. 
Su gráfica es una recta cuya pendiente es m, y 
pasa por el punto (0; b). 


3.4. FUNCIÓN CUADRÁTICA 
Es la función cuyo dominio es R y su regla de 
correspondencia es 

fy=ax?+bx+c; a+ 0; {a;b;c} eR 
Su gráfica es una parábola simétrica respecto 
a una recta vertical (llamada eje de simetría) 
abierta hacia arriba si a > 0 y hacia abajo si a < 0. 
Su regla de correspondencia y=ax"+bx+c; 
a + 0,esposible llevarla a la forma y=a(x-H?t+k, 
donde V=(h; k) es el vértice de la parábola. 
De acuerdo a su discriminante A=b?-4ac se 
presentan los siguientes casos: 


Caso 1 
A>0: fy presenta dos raíces reales: xı y x, dife- 
rentes tal que fix )70 y fex yO. 


Y 


Caso 2 


A=0: f presenta dos raíces reales e iguales 


(x ¡Xx 9). 


k 


~T MUM 
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Caso 3 
A<0:f( no tiene raíces reales; es decir, no exis- 
te xy real; ftx ¿50 


Y 
a>0 


3.5. FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO 


Es la función denotada por | |, cuya regla de 
correspondencia es 


X; x20 
AS >: x<0 


Su dominio es R y surango es Rẹ. 


Gráficamente 


3.6. FUNCIÓN POTENCIAL 


Es la función cuyo dominio es R y regla de co- 
rrespondencia f(y=",n€N a n22. 


Gráficamente 
* mpar 


3.7. FUNCIÓN RAÍZ CUADRADA: 


Es la función denotada por Y, cuya regla de co- 
rrespondencia es f) = Vx; x20. 


Jx es un número reałno negativo, cuyo cuadra- 
do es x. 


Su dominio es R$ y su rango es R}. 


Gráficamente 


Y 


3.8. FUNCIÓN INVERSO MULTIPLICATIVO 
Es aquella función cuyá regla de corresponden- 


pe l 
cia es- y) -z x+0 
Su dominio es R- {0} y su rango es R- {0}. 


Gráficamente 
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Resolución 
Se observa que 
Dom(f)=Z u (Q-Z) u Q' 
Domíf) = Q u:Q'=R 
Además 
foy=l (2) =0; (4) =-] 
3 
Luego 


1+0 
fixo) ER" hy) =] 


Xp € Q': irracionales 


Problema 5 

Dada la función f: S — R tal que 
ki = NX +2+v44-x, 
halle el dominio de f. 


Resolución l 
Debemos tener en cuenta que cuando no se in- 
dica el dominio de la función, debemos hallar el 
dominio más amplio posible; aquel conjunto S 
donde se encuentren todos los valores reales de 
x que garanticen la existencia de fo; es decir, el 
CVA de f 0» así: 
figs R + x+220 a 4-x20 

Y x2 -2 Ax<4 

es -2<x<4 


Dom(f)=[-2; 4) 


Problema 6 
Sea fy=15-logx|+]1+l0gx], halle el rango de /. 
UNI 2012-1 


Resolución 
Recuerde la desigualdad triangular 
|a+b| < jal+|b]; Va; be R 


Problema 8 


En el problema 
foy=15-logx|+|1H0gx| 


Calculamos 
Dom(f)=(x e R/x > 0)=(0; +) ~ 
(5-Jogé )+(1+ 10gÉ log% |s|5-10gx|+|L+108x]; VxeR* 
A al 
6 < f GA 
. Ran(N=[6; +} 
Problema 7 
Si f¿=2x+1, determine la gráfica de la función 
801 | 
Resolución a 


gefor =20x+D+1=4x+3 


Como es un polinomio lineal, su gráfica es una 
recta y necesitamos solo dos puntos para deter- 
minar su gráfica. : 


Si x=0 > gp=3 > (013) eg 
Si g(y=0 > 4x+3=0 
x=-> > -0)es 


Por lo' tanto, la recta debe pasar -por (0; 3) y 


(50) así 


TE R Era de $ í s rs iy Zh gi 7% vs ES 
j An E * de P) RE - ER 
ET $ Py PiN 7 Es ia s 


Luego Gres 


Esboce la gráfica de la función f. 
fig=x*-4x+3 


Resolución 
La gráfica de f es una parábola que abre ha- 
cia arriba: 14, pues su coeficiente principal es 
positivo: 1. Para hallar su vértice completamos 
cuadrados. 


fo =-4x+4-1 
-> fiy=x-2)*- ] 


Luego, el vértice es V=(2; - 1). Entonces su grá- 
fica es 


Hallamos la intersección con los ejes. 
Eje Y^ G; 
x=0 > y=f=3 
Eje X n G; 
y=0 => y=f(9=0 
> 1-4x+3=0 


(«-3(x-1)=0 


> x=3 v x=l 


As ER 


Problema 9 


Si los puntos (0; 0) y (1; -9) pertenecen a la grá- 
fica de la función cuadrática f¿=m(x-2)-p, 


halle m+p. 
UNMSM 2012-1 


Resolución | 


Sea f una función. 


z á 


Recordemos que si (a; $) e f, entonces f(¿=P. 
La función es f y =m(x-2)?-p, además por dato | 
(0; 0) € f (1; -9 € f. 
Entonces se plantea que 
f(py=mM(0— -2y -p=0 ^ fyy=m(- -2 -p=-9 
Í 


Luego se obtiene que 


4m-p=0 > p=4m 
m-p=-9 > p=m+9 
> 4Am=m+9 => 3m=3 


> m=3 a p=4m=12 


m+p=15 


; a PROBLEMAS Propuestos 


NIVEL BÁSICO 


1. SeaR:Z — Z una relación definida por 


bans ai aii NS 


os SE 
DEE CAN j 


6. Seaf.R — R una función tal que fy; =ax+b. 


, 5 4 
Sifn==Afha=-=, 


| 
sran - LAI 
$ E ER + h pS 


(m;,n) € R e mí=n+l a n<?7. 
Calcule el cardinal de R. 


A) 7 B) 6 


D) 4 


05 
E) 3 


2. Seala relación R definida por 
R=[(2x-1; xX) € AXA/x € A=(-2; 2)). 
Si existe (a; b) e R que verifica 2b=1-a, 
calcule el valor de x que cumple esta con- 


dición. 
A) -1/2 B) -1/4 Cc) 0 
E) 1 


D) 1/2 


3. Siel conjunto f es una función 
f=[(2; a+b), (2; a*+b); (a; 5), (0; 2), (0; 3b- D}, 
calcule el menor valor de a'b.. , 


t~ 


A) -1 
D) 2 


B) 0 C) 1 


E) -2 


4, Seaf. R >R una función tal que 
foy=x+2a A {(b; 11), (5; 30), +4, J} cf. 
Calcule el valor de a+b+c. 

A) 6 
D) 16 


B) 12 O 15 


E) 18 


5. Dadas las funciones 
fiy=x+2 a g={0; 2), (1; D, 2; 9, 6; 0), 


calcule el valor de fim) Si 

MS gy tig) 

A) 10 B) 9 O 5 
D) 2 


PERA DIES 


ate q A Ë 7 EE EX 
Far” ` e 
AA 


SEGNER] 


a a AT 


10. Sea f,, =a+Vbx+1 una función tal que 
fig) =2 A f(1=3. Calcule la imagen de fas): 


A) 7 


ru 19 


B) 8 cC) 6 


oy op 


pa a VA > 
E si ai eE 


; i E dd: Fi 
DN" NERO veya ve 
ii A eun 
nda iS EE rá 


O e 


calcule el valor de a'+b7* 


A) 13 
D 5 


B) 1/5 O 12 


E) 2 


7. - Halle el dominio de la función f. 


fix) > V4- x? E 


A) Dom(f)=(-2; 2) 
B) Dom(f)=(0; 2] 
O Dom(f)=(24] 
D) Dom(f)=(0; 2) 
E) Dom(f)=(0; 1] 


8. Se tiene la función g: (-2; 2) — R donde 
8()=2-4x-1. Halle su rango. 


A) Ran(g)=(-3; 6) 
B) Ran(g)=[0; 6) 

C) Ran(g)=(-2; 6) 
D) Ran(g)=(6; 15) 
E) Ran(g)=[-3; 15) 


9, Si el punto P=(r-12; 4r-6) pertenece a la 
gráfica de la función identidad, indique lo 
correcto. 


A) P se ubica en el primer cuadrante. 
- B) P se ubica en el tercer cuadrante. 

C) res un número natural. 

D) re (-4; -2) 

E) (r+De R* 


POC Ey iga EA ASE 


12. Esboce la gráfica de la función 


x*-7x+12 


ka= x-4 


AT WA ` aw vài 


A le uj a. 


11. Esboce la función 


-5x>0 
fx) -| 


-x-2xe(-5;0) 


13. Esboce la gráfica de la función 
f y=0+D0-2+1; x20. 


17. Sea R: SR una relación definida por 
R=Í(1-x; 2x?-1)/x e S=(-1; 1). | 
Halle el rango de R. 


A) RanR=(-1; 0; 1) 


R pe pae P a PN 


a l b X 


Calcule el valor de (G +2) 

a b 
A) 2 B) 12 O -1/2 ji 
D) -2 E) 5/6 


15. Dada la gráfica de la función f 


19, 


calcule el valor de (m+n). 


A) 0 B) 1 O) 2 
D) 3 E) 4 


NIVEL INTERMEDIO 
16. Dada la función 
k f={(1-t; 2+20/1 € R?), 
halle su regla de correspondencia. 


A) fiy=x"-4x+3 
B) fiy=x*-4x+1 
C) fo9=+4x-3 
D) fiy=x"+4x+3 
E) fiy=x9+4x+1 


Yë. MOER -y bea E "+ UTT A SN 
vs $ 2: > A E 
4 a . Ai EO TT K 
De sr $e A AN 
AE Po E E A ON 
pá a~ tl SERI A w 


£- P ` Te 
AT E 


20. Seaf;g: S => R dos funciones con dominio 
S=1-2; 2; 3; 4). Además 
*  f=1(2;3), (a; 9), 3; 9, (4; -2)) 
*  g(y=mx+n 
* fage » [780 
Evalúe 89) 


AY Q ra T A 


BJ) Rank=1-1, Us 

C) RanR=(l; 2; 3; 4; 5; 6) 
D) RanR=(0; 1) 

E) RanR=(0) 


. Sea fy=ax +bx+c una función cuadrática 


tal que 

((1; 3), El; 5), (0; 1), (m; 0), (n; O} c £ 

Calcule la suma m+n. an 

A) 0 B) ; C) 1 
2 l , 1 

Dada la función | 


rl tS)fcxeo a 94) 


halle su rango. 


A) (09 0) 


B) (-0;-8) U (Hte) 


$ 


MAA. Eos Si d 


24, Halle el dominio de la función f. 


l 
faz Pza - y? 
(x) x 


A) Dom(f)=[-1; +00) 

B) Dom(f)=R* 

C) Dom(f)=[-1; +=)- {0} 
D) Dom(f)=[-1; 1] 


a TP y PET O 14 ao 


NN: e es > baf d -= 


DJ SIDA JA, Y7 


D) 3 E) 2 
s (x? -1(2x-D 
ci 25. Dada la función gx) a” = - 
1-lx+2; x >-1 calcule la suma de los elementos de 
(x) | 2-llis<-1 Dom(g)-Ran(g). 
calcule la suma de valores de a que verifica 3 i 5 
fía)=4. A) 5 B) 5 O -> 
2 2 
1 3 
l 3 sin EC 
A) -2 B) 5 O -3 D) -3 E -3 
D) -> E) -3 26. Halle el dominio de la función f. 
; n ; 
. hoi 
(0 EE e 
22. Sea f: S — R una función tal que | x+l-x 
l 
AAA A) Dom()=00; 1) 
i B) Dom(N)=[0; 1) 
Calcule fa+b-7) C) Dom(/)={0; 1} 
| D) Domí(f)=R* 
l E; E) Dom(f)=R 
A) — B = EJ 1 
y Ig ) 
1 1 27. Dada la función k, = Jax? +(1-2a)x +a, 
43 3 cuyo dominio es R, calcule los valores del 
parámetro a. 
23. Calcule el supremo del rango de la función 
fo9=5-4xa. A aeR Bat O a25 
A) 10 B) 11 C) 8 4 TOME 
E) 7 D) aż? E) 15153 
ET BARA pA Ear REN PERAE geai >t GTA E AS aras E FERNS E E rd de 
sa :, Capítulo XVII: Funciones. == 
= i is e Ig 


28. Calcule el área de la región encerrada por 
la gráfica de la función f(,,=|2x-3|-1 y los 
ejes coordenados. 


B) 4 05 
2 


32. Determine la gráfica de la función 


1,2 3,2 2 2x-1 
A) 7" B) z" C) lu fo == T 
D) E E) Y2u? 


29. Calcule el mayor elemento del rango de la 
función f. 


A 


pil ¡xe (2540) 
O) 25241" 5’ 


A) 2/2+1 B) C) 42+1 
D) 1+ 442 E) 242-1 


30. Calcule el área sombreada. 


A) 2u? B) 3u? C) 4u? 
D) 5u? E) 8u? 


31. Calcule el valor de (m+2n) respecto a la 
gráfica de dos funciones. 


Scanned bv m 


Gie a 


rA a Si E PES 
MEA a se MIE A KA 


33. Lafunción y= ||x-2|-3] tiene como gráfica 35. Determine la gráfica de la función 
feg=(lxl-1}-2. 


A) Y 


(a; 0) 


> 


Halle a+b+c+d. 


A) 10 B) 9 c) 8 DM Y 


D) 4 E) -1 


34, Determine la gráfica de la función k ES 


kx) = y1- xl. 
c) Y 
> X 
D) Y 
X 
D) Y E) Y 
1 
X 
-] 


qe LA Ipi 


E A Ee EAn 


i- Álgebra de funciones 


Capítulo XVIII 
Electuá? EES con ones-ré 


ES . ` Hallar el dominio, el zango yla regla de 


- arii i >i j 


1. Igualdad de funciones 2. Operaciones con funciones 


dd na dadi PA ya P 


F SAP VS — UA y iT IIA ST PL G E E 


Sean fy g dos funciones bien definidas. Diremos 
que f y g son iguales si tienen el mismo.dominio 
y la misma regla de correspondencia; es decir 


Ejemplos 

1. Sean f; g; h funciones tales que 
f=l(x; y) /y=x?; 0 <x <2} 
g={(x; y)/y=x°; 13x <3} 
Note que las funciones f y g son diferentes. 
En efecto, a pesar de tener igual regla de co- 
rrespondencia, tienen diferentes dominios. 


2. Sean fyg funciones reales tales que 


fi9y=1x] A gmx sgn > DoW 
Note que her 3 
xi x>D x;x>0 
ka= 03x=0; 27)=3 0; x=0 
-x; xX<0 -x; X<0 


y Dom(f)=Dom(g)=R 
Luego, las funciones f y g son iguales. 


cannea py vamocanner 


ET ay e PO RETRO a 
A NA ASA 
Så TIAS ad REE Asra Ea 
T E Es? Ri OR £ 
Ejernplos 


1. Sean las funciones fy g tales que 
=16; 4, (5; 7), @; 1), (7; 3)) 
3=((5; 2), (7; 2), (2; 0), (4; D} 


Halle f+3, f-g;f:g y e 
g 


Resolución 
- Cálculo de dominios 
Dom(f)=(2; 3; 5; 7) 
Dom(3)=(2; 4; 5; 7) 
D=Dom(f) ^ Dom(g)=(2; 5; 7) 


Cálculo de las imágenes 
(+8) =fg) +8(2) =14+0=] 


ff y AE m HO E y PA 


sean y Y g doS IUICIONES DICHA UCI Lal us 
D=Dom(N) ^ Domí(g). Definimosy denotamos 
las siguientes funciones: 


(gm =o +e) 


Diferencia: 


fg ¡89 =Í9780 

Producto: 

ka (Dd e D 
Producto len o 


ENEC 


escalar: c +f 
( f 3 fz) 


Cociente: f 


L 8x) 
-Ez TENGA EN CUENTA — 
TS IT N: Y Ae E 


AA E > 
Esi Ay E a TS 


J 


Ar 
e 


ARS 
e E $ 


b. (58° -3f) ,, 


Resolución 
Veamos los dominios de f y g. 


Dom(f)=R y Dom(g)={0; - 1; 3; V2} 
> Dom(f) n Dom(g)=(0; -E3 J2} 


a. Cálculo de G 2- 38), A) 
(P -38) 2-8 


= [4] -3[85)] 
=[3+342)' -3(9) 
E (A = 38), 5) = 18/42 


A 2019) “LoO) - Ət "ww y 


Mdo=fm+8m=3+2=5 
Luego la función suma es 
f+g={(2; 1), (5; 9, (7; 5)) 
Análogamente la diferencia y el producto 
f-g={(2; 1), (5; 5), (7; D} 
f-9=((8; 0, (5; 14), (7, ©}. 


En el caso de la función cociente se tiene 


Dom )- D-[x e Dom(8)/8(,) =0) 


Dom £) (2 5; 7)-12)=(5;7) 


sE) 


2. Sean fyg funciones tales que 
ga +3x+1 


gx) =[(0;5), (-1; 42), (3,7), (42; 9)] 


E zh a EI 
ras y ie A 
ERMUA 29 
i A] Maa fr: de EN Me 
y 
>. sat 
A T O R, 
ARI 
US 


3. Composición de funciones 


Sean fy g funciones tales que 


Domíg)  Ran(g) Dom(f)  Ran(f) 


O 


Note que Ran(34) ^n Dom(f)x=4 ` 

Luego podemos construir una nueva función h 

tal queh: x => figy donde hftg) 
Dom(h)=1x/x e Dom(g) ^ 8 (9 € Domíf)) 

Se denomina h a la composición de f con g, de- 

notada por h=f o g y leída: “f compuesto con g”. 


Es decir 
(F o Dia Sor. 


e AA pias 


b. Cálculo de (58? -3f les | 
(58-30 19=58 9-31 
=5[8-9)"-3[f-1)] 
=5 (42) 30 | 
(53*-30).y=13 


2.1. PROPIEDADES | 
Sean f; g y h funciones reales bien definidas. 
Luego se cumple lo siguiente: 
2.1.1. Conmutativa | | 
Hg=8+f,f3=8:f | 
2.1.2. Asociativa 
(4g+h=f+(3+h) 
(F-3):h=f- (g'h) 
2.1.3. Distributiva 


(F+g):h=f-h+8-h 
Fg+h)=f-g+f-h 


AE 


a Copia po Agra de unde 


SH: EAER TN EnEn 
Nos interesan los pares ordenados de g y 
f que tengan como segundas y primeras 


componentes a -1; 3 y 5, respectivamente. 


Luego 


C2%-Deg a (-l;-4 Ef 2-4) E fog 
A e 

03eg a (3DEF>(0;¡DEFfOg 
A aa 

(4;5)eg a (5;2) ef —> (4, 2)efog 
in E a 


' fog={(-2; -4), (0; 1), (4; 2) 


También 


, S0 dd 


Dom(/ og)={x/xe Dom(g) A 8(1) € Dom(f)) 


Ejemplos 


“4 


nea py vamocanner 
TADEO S zE PR ae ye SAP E idos EPA i aa 


Dadas las funciones 
143; 0, El; -9), 6; D, 65; D} 
g={(-2; -1), (0; 3), (1; 9, (2; 0), (4, 5) 
halle las funciones f og ygof. 
Resolución 
Veamos si existe f o g. 
Dom(f)=1-2; -1; 3; 5) 
Ran(g)=(-1; 3; 4; 0; 5) 
Dom(f) ^ Ran(3)=4-1; 3; 5) 
Por lo tanto, existe fo g. | 


a E A ir Dos da aii or OIE 
E PARANA UY, SER Nod a A e ps id a 


sn 
A HAS AE E 


También 


“> g of={(-2; 3), (3; 4), (5; 0)} 
Note que fog #gof. 


2. Dadas las funciones fy g tales que 
feg=lx|+2;x € (-1; 0) y 


T 
Six) =Senx; re(2 7 ¡E 
halle las funciones fog y g of (si existen). 


Resolución 
Veamos si existe fo g 
Dom(f)=(-1; 0) 
n us 


AP g A, VON aD A A 


A | 


~ fog={(-2 


Análogamente para g o f 
Dom(3)=1-2; 0; 1; 2; 4} 
Ran(f)=(0; -4; 1; 2} 
Dom(g) ^ Ran(f)=(0; 1; 2) 


Luego 
Q20Eef a (0; dig => -23e gof 
E i 


B Defa 0; Deg > G¡YNegof 
GHE A 20eg > (3;0) e gof 
e A e . : 


n goti 3), (3; 4, (5; 0) 


E y + 
: io A 
4] - e EL j 
= 7 or 
AA 
A LA e a atra Y 


Ahora, veamos si existe g o f 


E 

Dom = 

(8) 3 P 2) 
Ran(f): -I<x<0 => 0<|x]<1 
=> 2< |x|+2<3 => Ran(f=(2; 3) 


Luego Dom(3) ^ Ran(f)=ọ 
Por lo tanto, no existe g o f. 


3.1. PROPIEDADES 
Dadas las funciones f; g y h 
a. Noes conmutativa: fog +g of 
b. Es asociativa: (fo g) o h=f o (g o h) 
c. Si/es la función identidad, luego para toda 
función f se cumple fo/=f a lo f=f 
. (+g)oh=(foh)+(9 oh) 
e (f-g)oh=(foh) (goh) 
f. I" of=f"; Yn e Z+; I: identidad 


P Te NGA EN CUENTA mermer 
PROD nan ipa aae A IS 


SA Y A O A E 


2 
Luego Ran(g)=(-1; 1) 
> Dom(f) ^ Ran(g)=(-1; 0)+¢ 


Por lo tanto, existe Fo g. 


Calculemos Domíf o g) 
Dom(f o g)=[x/x e Dom(g) ^ gg) Dom(£)) 


Es decir 


yl A A 
2 2 


© foral A Foex<o0 
2 2 2 


eS -7<x<0 e Dom(fog)=(-5:0) 


Calculemos (Fo g) 
Foda ie eno 
= fogw = [senx|+2 


Problema 1 


Dadas las decis f y g definidas por 
f(y=4x-1x <2 y 

80 +; AEx< 5, 

halle /+g (si existe) y grafíquelo. 


Resolución 
Hallemos el dominio de f+g 


Dom(f+3)=Dom(f) ^ Dom(g) 
Dom(f+9)=(-00; 2) ^ [-4; 5) 
Dom(f+3)=[-4; 2) 

Hallemos la regla de correspondencia 
U+8) 0/0 t800 
(+g) ax- ++) 
(+g) =+4x -4<x <2 


Esbozamos su gráfica G; 
y=x?+4x 


E ai . 
p A PALAT . a 
“y +f cv 
: pe q 
A $ 
Li > e , e 
Ue Qe AS b e E 
UR á EA 
1” o a5 


“Halle el dominio de (f+g+h). 


~a = 


Ejemplo 
Si fig, Six) = 2 x*0 y hgy=x+1 
entonces 


* — (Fg8y=x:x%0 => [ho (f-8)y=x+1; x0 


s (h o P= A (108) == +; x2*0 


> [Moro dk) =L2+0(2+1) 
> [hoho gl, =x+xé +1 x*0 


Note que h o (f-g)=(h o A(h o g). 


A A . e, IR i 


eb 


Nai 
A EE 
A e 
on oed 3 IA 
AAA 


EST RS 
A CAS Ey 


A 


Problema 2 
Dadas las funciones 
f shpe 10) 

a) 7 p " 
2x -L x e (-5;0) 
x+WVx;x € (0; 5) 

Eu x?; x e (-10; 0) 


evalúe (+9) (4) 


Resolución 
faw =at Du) 


(E+ ghy = (4 +4)+ (4+ v4) 
Fag =20+6=26 


Problema 3 
Sean f; g y h funciones tales que j 
fo=+x+l; xe (-5; 3] 
800 => + Vx 1 
=1-/6-x 


> y=x(x+4) 
Las raíces son 
x¡=-4 A x¿=0 


Luego V=(h; k) es el vértice de G; con 
Xp +xX 
h= 3 =2 n= fi) =h 924 


— V=(-2; -4) 


Resolución 
Calculemos los dominios de f y g. 


Dominio de f 
20 e -2<x<2 
>  Dom(f)=|-2; 2] 
Dominio de g 
x-420 e (x<-2 v x>2) 
> Dom(3)=(-<;-2] ù (2; +) 
D=Dom(f) ^ Dom(g)=4{-2; 2} 
Cálculo de f+g 
Fgk-y=-yts -=l 
(fgat 
f+g={(-2; 0), 2,0} 
Análogamente | 
f-g={(-2; 0), (2; 0)) 
f:g={(-2; 0), (2; 0} 


Resolución 
Se observa que 


Dom(f)=¿-5; 3]; Dom(9)=[1; +) y 
Dom(h)=(-e>; 6] 


* Luego 


Dom(f+g+h)=Dom(f) Nn Domíg) ^ Domh) 
Dom(f+3+h)=(-5; 3] ^ [l; +0) ^ (->9; 6] 
Dom(f+3+h)=[1; 3] 


Problema 4 
Sean f y g funciones tales que 


f= VA A By) = x”-4 
Halle +g; f-8 y f'g. 


E e rn V i a. A EAT ppa 
ig’ ra a ` 


AIR 


Luego 
Dom a [Dom(2/) n Dom(g)]-{x/ 8x) +0) 


Dom )=(-s; 31 n R-{1} 


Dom )=(-5 31-19 


Hallemos regla de correspondencia 
z _2 hi) _ 22x? -x-1 
g x) 8(x) 2x-2 
E ) _ Zx+) 
g (x) Z (xÚ 
$ (E) =2x +}; xe(-5; 31-(1) 
8 Lx) 


Esbozamos su gráfica 


Problema 5 


Sean f y g funciones tales que Problema 6 
Halle el i l 
o f=2x?-x-1; x € (25; 3] el rango de la función rea 
j h= vVx-2+ V6- x. 
8(9=2x-2x ER 
Esboce la gráfica de Resolución 
sboce i =, | 
g Sea hi =f (0786) 
Resolución con fix) = Vx -2 A gx) =V6-x 
Hallemos dominio de Y. Luego | 
r l Dom(h)=Dom(f) n Dom(g) 
Domę2)=Dom(/)=(-5; 3] => Dom(W=12; +00) N t- o0; 6] | 
Domíg)=R o Dom(h)=12; 6] 


IATA A EIA vE 
A k? AS 
T £ E Y E e 
ns a 
y: 


E 
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pi 
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Hallaremos el rango de h por el método gráfico. Resolución ] 
Esbozamos las gráficas de f y g en el plano R? y Hallamos f o g mediante el diagrama sagital 
luego sumaremos las imágenes respectivas de ; | 
x € [2; 6]. 


Luego 


Se observa que Ran(h) =[ 2; 2/2] i | fog=1(2; 4), (3; 5), (5; D} 
=> Dom(f o g)=12; 3; 5) 


Problema 7 Por lo tanto, la suma de los elementos del domi- 
Dadas las funciones nio es 2+3+5=10. 7R 
frg=4x-x°; 0sx<7 

_]x@-4x<0 Problema 9 
Six) Sat 0 . ' Es 

x+2x> Halle el dominio de f o g para. 

evalúe M=(f o gX +(8 o fX fiy=2x-1; x e: [-3; 5) 
Resolución 2(9=-3; x e [2; 3) 
Como i 
e Bgy=3+2=5 a hgj=4:5-5=-5 Resolución 


> (fo Dafa) =1:5-5 


Domíf o g)=(x/x e Domíg) ^ gg) € Dom(M)) 
> (fo gim =-5 


. fy=4 l=3 A 8(9=3+2=5 
-> (8 0 (181) =8)=5- 
— (g (0) Aa=5 
=-54+5=0 


Problema 8 

Sean las funciones 

f={(1; 2, (2; 3), 3; 9, (4; 5) 

g=[(; 3), (3; 9, (4; 5), (5; D} 

Calcule la suma de los elementos del Srl 
fog. 


NIVEL BÁSICO 


1. Dadas las funciones f y g tales que 
fix) = Vx -4 A ga = Vx +2: /x-2, 


indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 
i. Dom(f)=Dom(g) 
IL. Ran(f)=Ran(g) 
UL =g 
IV. f=g e x22 


C) VFFV 
E) FFFF 


A) VVFV 
D) VFFF 


B) FFFV 


2. Seanf; g yh funciones tales que 
hi =V4x 0? +X; 80 =E y 


3 
x 
be 
o x? -4 


Halle el dominio de la función (f+g)-h. 


A) (1,2) 

B) [0; 2)-41) 
C) (2; +09) 

D) (2; 4]-43) 
E) 10; 4] -41; 2) 


3. Dadas las funciones reales 
frr=6x=x*-6: x € [0; 8] y 


> 2<x<3A0<x"<8 


Es decir 
xe (2,3) a (x?-3) e [-3; 5) 


> 25x<3A-3<x-3<5 


> 2<x<3 a 0slxrl<2/2 
> 2<x<3 A -242<x<2/2 
> 2x2 2/2 


Domíf o g)= [2; 2V2) 


A) Ran(/f+g)={1; 0; -1; 2} 

B) Ran(f+g)={-2; 6; 2; -1; 11} 
C) Ran(f+g)={-2; 6; -1; 11} 
D) Ran(/+g)={6; 2; -1; 11) 

E) Ran(f+g)={6; 2; -2; 11) 


5. Sean fyg funciones tales que 
f=1(-2; 3), (0; 2), (3; 2), (4; 6), (5; 6), (7; O} 
8(9=3-x; x € [-1; 6) 

Calcule la suma de los elementos del rango 


de la función f-g. ` 
A) -1 B) -12 C) 21 
D) 18 E) -8 


6. Halle el rango de la función £ si se sabe que 


fiy= |x|; xe 2,6] a g(y=x; xe (5; 2] 


A) (1; 1)-40) 
B) [-1; 1] 
©) {-1; 1} 
D) R-(-1; 1] 
E) R-(-1; 1) 


7. Dadas las funciones 


A A E 


na E a A pS, | 


AA e A 


10. 


8(9)=X|x|-3; x € (-2; 4), 
si (f 'DHu=n, calcule (f +9) 6) 


A) 1 B) 2 C) 3 
D) 4 E) 5 
Dadas las funciones 

f={(-2; 1), (1; 3), (0; D, El; O), (2; 6)) y 
8(9=2x+1;x>-1, 

halle el rango de (f+g). 


Sean f y g funciones tales que 


hi) =V-x?°-4x+5 A Bíe) =Xx-6; x>0 


Halle el dominio de f o g. 


A (17 
B) [-5; 1) 
O {-5; 7] 
D) {-7;-1) 
E) [1,7] 


Dadas las funciones 


_J3x+4; 0<x<2 
7 -x+ 2<x<5 


i xo: D<x<3 
(x) 4; 3<x<6 


calcule (fo g) +f o 8)(4). 


A) 3 - B) 4 © 5 
D) 6 E) 9 
Dadas las funciones 


fo g={(3; 5), (1; 3), (0; D} y 


g=((3; 2), (1; 0, (0;5), (9; 7), (1; -3)), 


evalúe Fay HS (5) 
A) 3 B4 C).5 
D) 6 E) 10 


FU; Y), (L; D, (3; 4), U; —Dy y 
g={(-1; -2), (2; D, (3; 0), (4; D}, 


sn > 
halle la función Na 


A) 1(; 2), (4; -2) 

B) [Q; 2), 4; 2) 

O (0; 2, (4; -2, 8; 0) 
D) (6-2; 2), (4; -2)) 

E) {0; 2, (4; D} * 


A re 
E EN FNE haya 
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12. Sea f: S — R una función tal que f/=2x-1; 


13. 


14, 


15. 


A) 1223] 


x € S=(-1; 8). 
Halle la función A con h(y=£ty). 


A) hiy=2*-1; -1<x<8 
B) hiy=2x 7-1; -1<x<4 
C) h= }x-1; -l< x< 
D) hy=2x-1; -1 <x <2 
E) No existe h. 


Sea f: [-4; -1) — (0; 11] tal que f= |2x-3]. 
Halle f(,2). 


B) 2x°-3 
0) 3-2x? 


D l?-3] 


E) No existe. 


Sean las funciones lineales f y g. 
f(y=MX+2 A 8(9=3X-n; ne Z* 


Si fo g=g of, calcule el menor valor de m+n: 


A) 3 B) 2 c) 1 
D) -1 E) -2 


Respecto a las funciones f yg 
FESE S ' 


pman pman 


11. 


Considere las nihoni | 
f=[(1; 2), (2-0, EX D) 
g={(2; b), (1; 2), El; a) 


Si (f-9)(9=(8 0 Ay, calcule el valor de a+b. 


A 1 B) -2 ©) 1 
D) 2 E) 3 


16. Dadas las funciones 


17. 


18. 


f={(5; D, (3; 2), (2; 3), (1; 0) y 
g=[(1; 2), (3; 0, (5; 6), (7; 0), 


indique el valor de 


f 
(F+8)%9 4-8) +25) . 

8 la) 
A) -2 B) -I C) 0 
D) 1 E) 2 
Respecto a las funciones 


x21l 
ko=y x A B(x) = 
=Xx; x<-1] 


podemos afirmar que se cumple 


A) (f + 8))= M 


B) (f- 3) pi+ 
(5) 

O (2D) =Š, 

D) Cgi: 


E) fén-38n=2. 


Dadas las funciones 
E=((1; 5), (0; 4), (2; 5), C1; 3)) y 
g=2x-6;xe€ (-2; 2), 


Pi EAN ar IRIN A 
ie: e ` 


LRD 


ko = yix" Y 8) = YX +1: vi-x, 


indique lo correcto. 


A) fg; Vxe [0; 1) 

B) =g; Vxe R-(l; I) 
g. f=g, YxE S=(-1; 1) 
D) f+g; Vx e S=[-1; 1] 
E) f+*g; Wxe S=(1; 0] 


a ne e ness NE y 


19. Sean fy g dos funciones tales que 


21. 


f+g=1(1; 2), (2; 4, (3; 6) 
f-g={(1; 2), (2; 2), (3; 2) 
Halle el rango de la función ie df: 


A) (2; 4; 6) 
B) (4,8; 12) 
C) (4; 6; 8) 
D) (4; 8; 20} 
E) (1123) 


. Sean fy g funciones tales que 


f=[(2; D, (3; -2), (1; 3), (0; D} 
g=((1;-2), (2; 3), El; 2, (3; 3) 
h=((0; 2), (3; 2), (1;D, EE D} 
Halle la función (/+8) :h. 


A) (f+8)-h={(1; 2), (3; 0) 
B) (f+9):h=((1; 1), (3; D} 
O) (f+8):h={(1; 2), (3; D} 
D) (f+8)-h=((1; 1), (3; 9) 
E) (+8)-h=10; 2), (1; 9} 


Dadas las funciones 
f=[E1; 2), (2; 2, (3; 7), (4; 9), (5; -3d} 


80) =lxl+2sgn( > =) xe 1,9 y h=f+g8, 


E yY gu ahi 40 
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A) 30 


calcule la suma de los elementos del rango 
de la función f-g. 
B) 2 C) 26 


D) 33 E) 35 


22. Dadas las funciones reales 
ko =4/2-x A Six) =-2x +1; x<0, 


23. 


halle Fo g (si existe). 


A) (Fo B)ix) =4/2x +l; 
B) (Fo 2) x) = 2x1; 


C) (Fo gix) = Y2x +1; 


1 
=-É£x<0 
7 X 


D) (Fo 8) = Y2x—1; -5x<0 


E) (0 Dx) = V1-2x; -¿5x<0 


Sean f y g dos funciones de modo que 


fi =V2-312 y gy =8x 1-2 


Halle el dominio de la función (f+g). 


A) Dom(f+g)= -|- El 


B) Dom(f+ g) AO q 


C) Dom(f + g) = [42,3] 


D) Dom(/ + g)= [-3; -/2] 


24, 


25. 


calcule la suma de las soluciones de la 
inecuación hc, > 6. 


B) 7 0) 9 


E) 8 


A) 5 
D) 14 
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NIVEL INTERMEDIO 


Seaf: (-1; +00) — R una función real tal que 
Fog)Xky=x+1 A fo =x°+2x+3. 


Halle giy. 

A) g= +1 B) BX 221 

O 8(x) = Vx +1-1 

D) 8 =vVx-1-1 E) Br) =Vx-1+1 


Dadas las funciones f y g definidas 
fi) = Vx -5; 12<x<19 y 
8(9= [+2]; 10 <x < 15, 


halle el dominio de fo g, 
A) 111; 15] B) (11,15) _ ©) (12; 15] 
D) [12; 15) E) (12; 17] 


Sea f una función constante tal que 
foy=1x-11+|x+8]1. 

Si el dominio de h con hy=f(s es 
Dom(h)=[a,; b], calcule el valor de a+b. 


C) 3 
E) -1 


A) 8 
D) 2 


B) 4 


Considere las funciones f y g. Halle el rango 
de f'g. 


A) Ran(f-3)=R-(-1; 1) 


B) Ran(f-3)=R -(-4/2; 42) 
©) Ran(f-9)=R -[-2: 2] 


E) Dom(f+ g)= Es +) 


A 


28. Sean f y g funciones tales que 


l [1,3 
a laere a. a 


Halle h=g o f (si existe), 


. Dadas las funciones trigonométricas 


f t9=cos*x A 8(y=tanx, 
halle una función h tal que 
f9=(H 02): i 


ER E E es E EE ES 


D) Ran(f:8)=R-(-2; 2) 
E) Ran(f:3)=[-2; 2] 
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30. Dadas las funciones reales 
f.9y=3x+1; x>0 
x-i =lex<d ' 
80) La x>4 
halle h=f o g (si existe). 


3x-2; 1<x<4 
eli x’ +4; x>4 
3x-2; l<x<4 
3x? +4; x>4 


B) Mo an 


3x4+42 I<x<4 
3x? +1 x>4 


D = 
) hex) 3x? -4 x24 


3x-2 l<x<4 


E) h= x? +4; x24 


rop 
de 3x-l -1<x<4 
| 
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31. Si(F08Xx) «E 


halle (g o Di 


=x*-1 


xí 
A) (g0 fw = FA 


rd 


B) (2010 =—_— E NES 


2 
C) (808) = E 


ee +1. 
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D) (80, = 
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1. Definición | 1.2. FUNCIÓN MÁXIMO ENTERO 

Una función especial es una función maternáti- Es la función denotada por [| |, cuyo dominio 
ca particular que por su importancia en el cam- es R y su regla de correspondencia es fy) = [x], 
po del análisis matemático, análisis funcional, donde [x] es el mayor entero ne mayor que x, 


la física, y otras aplicaciones, posee nombres y esto esÍlxl=n + n<x<n+lineZ. 


designaciones más o menos establecidos. 
a | El rango de la función es Z cuando 


1,1. FUNCIÓN SIGNO i AGA As Bs 


Es la función denotada por sgn cuyo dominio es v ¡ira 
R y su regla de correspondencia es ¿Ra 3100 
1; x<0 > I<x<2 => [x]=1 
sgn(x)={ 1; x=0 - ión sr da 
l; x>0 
Gráficamente 
donde sgn(x) se lee: “Signo de x”. ` 


Su rango es [-1; 0; 1}. 


Gráficamente 
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1.3. FUNCIONES MONÓTONAS 


Una función es monótona si es cualquiera de las 
siguientes funciones. 


1.3,1. Función creciente 

Sea funa función tal que si 

Y xy; X2 € Dom): xy <x2 > fex) < f) 
entonces f es una función creciente. 


1.3.2. Función decreciente 
Sea f una función tal que si 
Y xy; Xy € Dom(f): x4 <x2 > fd > uy 
entonces f es una función decreciente. 


1.3.3. Función no decreciente 

Sea f una función tal que si 

V xy; X2 € DomM(/): x] < X2 > f) fx) 
entonces f es una función no decreciente. 


1.3.4. Función no creciente 

Sea f una función tal que si 

V Xy; Xy € DoMÍS): x] < X2 > fi) Z f 
entonces f es una función no creciente. 


Ejemplos 
l. La función ftal que ģ x =Vx es creciente en 
su dominio. 


2. La función ftal que ky) = E x > 0, es decre- 
ciente en su dominio, x 


¿ODA 


1.4. FUNCIÓN PAR 
Sea f una función tal que (x; —-x) c Domff). Si 
Vx € Dom(f): f_,3=f(p decimos que f es una 
función par. 
Desde un punto de vista geométrico, una fun- 
ción par es simétrica con respecto al eje Y, lo 
que quiere decir que su gráfica no se altera lue- 
go de una reflexión sobre el eje Y. 


. Gráficamente 


Qe; y)=(x; fro) 


1.5. FUNCIÓN IMPAR 

Sea f una función tal que {x; -x} c Dom(f). Si 
Yx e Domíf) se cumple Í(_y=-—f(9, decimos que 
f es una función impar. 

Desde un punto de vista geométrico, una fun- 
ción impar posee una simetría rotacional con 
respecto al origen de coordenadas, lo que quie- 
re decir que su gráfica no se altera luego de una 


rotación de 180° alrededor del origen. 


Gráficamente 
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| 1.6. FUNCIÓN PERIÓDICA 2. Seafuna función tal que f.y4=x9-3x. -> 

Seaf una función. Si Y x e Dom(f) existe un real Pruebe que f es una función impar. 


T #0 tal que (x+7) e Dom(?) y fxn =f deci- 


mos que f es una función periódica, donde T es Resolución 


Como Dom(f)=R:xe R > EJER 


periodo de f. 
además f_y=E0 -30x) 
Gráficamente + TE y +3 (e -3x) 


Luego, Vx e Dom(f): f_.)=-fí- 
Por lo tanto, f es una función impar. 


2. Propiedades sobre el trazado de 

- gráficas 
Sea funa función con regla de correspondencia 
y=f(.) A partir de la gráfica de f, construiremos 
la gráfica de otras funciones. 


+ 


2.1. POR REFLEXIÓN 

a. La gráfica de £(=-f( se obtiene por re- 
flexión de la gráfica de y=f( respecto al 
eje X, comportándose este ias como un 
espejo. 


Se observa que fin =fr 

Toda función periódica con periodo T tiene su 
| gráfica de tal manera que la misma forma que 

tiene en un intervalo de longitud T se repite hori- 

zontal y periódicamente en el siguiente interva- 

lo consecutivo (y anterior) de longitud 7. 

Note que si T es un periodo de f, entonces tam- 

bién 27, 37, ... son periodos def. Luego definimos 

lo siguiente: si T es un periodo de f, el periodo 

positivo mínimo se llama periodo mínimo de f. 


Ejemplos ; 
L Sea funa función tal que js. b. La gráfica de g(7=f(_y se obtiene por re- 
Pruebe que f es una función par. flexión de la gráfica de y =ft respecto al 
- ejer Companion este eje como un es- 
Resolución i pejo. 


Como Dom(/)=R:xe R => Ex ER 
además f.. ¿20 *-0* 

= fi g= -x 

Luego, Yx € Dom(f): fro =fuy: 


Por lo tanto, f es una función par. 
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2.2. POR DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL 

a. La gráfica de £(7=f(x..), h>0, se obtiene 
desplazando horizontalmente a la derecha 
la gráfica de y=f( en h unidades. 


Y y Leo IL ho 


b. La gráfica de 2(9=f(x+h) h> 0, se obtiene 
desplazando horizontalmente a la izquier- 
da la gráfica de y=f(,, en h unidades. 


2.3. POR DESPLAZAMIENTO VERTICAL 


a. La gráfica de 8(9=fpy+R, R>0, se obtiene 
desplazando verticalmente hacia arriba la 
gráfica de y=. en k unidades. 


b. La gráfica de 8(3=f(y-R, k >0, se obtiene 
desplazando verticalmente hacia abajo la 
gráfica de y=f(, en k unidades. 


o ai 
: q 
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2.4, POR DOBLE DESPLAZAMIENTO 

Siendo h y k positivos, se presentan los siguien- 
tes casos: | 

* 8007H-mtR t Bo ant 
"80 mk "807 mk 
Veamos uno de ellos: la gráfica de gro =f- HR 
se obtiene desplazando horizontalmente a la 
derecha h unidades y verticalmente hacia arri- 
ba k unidades la gráfica de fy. 


2.5. POR APLICACIÓN DEL VALOR ABSOLUTO 


"Gráfica del valor absoluto de fy) 


l)|= ki; ig 20 
ve hay kx <0 


Como jfœ|20, entonces la gráfica de 
Y= se encuentra en el semiplano supe- 
rior (y 20), y se obtiene reflejando hacia 
arriba del eje X la parte de la gráfica de 
y=f( que se encuentra debajo de este eje. 


+ Gráfica de f(|x;) 
F -| ki X20 
(a) > fxi x<0 
La gráfica de f(¡y;) es simétrica respecto al 
eje Y por ser función par. 
F. 


yu 
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Y. El ES E 
Problema 1 pE - Luego, cambiamos x por -x para obtener 
Dada la función f tal que fex+y=fq y; entonces la gráfica se refleja con 

4 respecto al eje Y. 
fix) = Fi halle su rango. ; 
x° +2 

Resolución 

Se observa que Dom(f)=R. 

Hallamos el rango. 

Sabemos que Vx e R: x’+2 22 

1 1 4 ; 

> 0< E NE < y > 0< Ta <2 Finalmente, sumamos 1 a f(¡_,y para obtener 

f(1-xy +1; entonces toda la gráfica sube una 
: |- 0:1:2 unidad. 
x +2 
Ran(£)=40; 1; 2) : 

Problema 2 

Si la gráfica de f es 
Problema 3 
Pruebe que la función seno es una función pe- 
riódica impar con periodo mínimo 7=2x. 

| Resolución de 
halle la gráfica de fq -y +l. Supongamos que existe T + 0 tal que 
sen(x+T)=senx; VxeR : 
Resolución 


NE . Tomemos en particular x=0" 
De la gráfica de fg, obtenemos la gráfica de e j 


fg+ņ; entonces la gráfica de f() se traslada una > senT=0 > T=2kr;k eZ 
bosss hacia la izquierda. - Luego, Te R => (x+D)eR; entonces lä función 
seno es periódica con periodo 7. 
Cuando 
keZ* => T=2x; 41; 6n 


Luego decimos que T=2x es el periodo mínimo 
de la función seno. 
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Veamos ahora que la función f(,y=senx es una 
función inpar. 
SeaxeR > EdeR 
Luego 
fey=senex)=-senx; Vx e R 
> foyafyxreR 
Por lo tanto, la función seno es una función impar. 


Problema 4 
Si k + 0, demuestre que 
f(y=seníRx) y 2(=cos(kx) 


tienen periodo mínimo T= = i 


Resolución l 
Veamos para fọp=sen(kx). La función seno es 
periódica 

sen(kx)=sen[k(x+7)) 
—> seníkx)=sen(Rx+RT); vxeR 
En particular para x=0 se tiene 

sen(kRT)=0 => RkT=2xr > T=- mhez 
Como el periodo mínimo es positivo, hacemos 
que A=1. 


Luego T = es el periodo mínimo de 


fog=sen(kx). o 
Similarmente puede probarse para gg =cos(kx). 


Problema 5 
Sean las funciones ; 
fx = fxl-8 - V64- x? 
8(9=L)sgn(o, 
donde sgn es la función signo. 
Luego, el número de elementos de (0% fea) es 
| UNIZ011-1 


NIVEL-BÁSICO 
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Resolución 
Nos piden el número de elementos de ((x; fg, }}- 


Para eso, analizaremos cada una de las funcio- 
nes fyg. 


Veamos 
j= Yxl-8 164 — x? 

Pd a su dominio Dom(f)= CVA 
Ixf-8>0 a 64-x?>0 

e |xf28 a 642x? 

& (x28 v x<-8 a (8<r<8) 

HS x=80-8 

Entonces la función f=((8; 0), (-8; 0)) 
809 =x sgn) 


Entonces - 
x:x>0 
gx) =] 0x=0 
-xx <0 


Ahora veamos la composición (fo g) 


*  Domífo g)=(x/xe Dom(g) ^ Zw e Dom(£)) 


=(x/x e Dom(g) a gg) € 18; -8)) 


Domífo g)=(x/xe R} a x%e (8; -8)) 
(2) 


v {x/xe R a xX e (8;-8)) 


{-2} 
v {x/x=0 a 06 (8; -8)) 
0 
Dom(ff o g)=(2; -2) 
+  Hallemos 
(Fo g) =figy) YX € Domif og) 
x=2: (fo Do gy 90 
x=-2 (Fo8) 2 =fg.=f6=0 
> (108)=[(2;0), (-2; 0} 


Por lo tanto, son 2 elementos. 
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ROPUESTOS: 


Ara È 
ARA ik 
vu ES; ES giir Sa Ya 


N ENE, HS AS 


il. ds - My MA IMITOS 


i E = E 
ho 25) xe(-21) 
B) Y 
A) Ran()=10; 1) z 


B) Ran()=Z*-{2; 3} 
C) Ran(N=(0) 
D) Ran(/)={1} 
E) Ran()=Z* 


2. Sis es elrango de la función f 


tal que fy) = [l nel”, 


indique el cardinal de S. | E) Ye 
| A) 10 Bn, C) 1 
| D) n+l E) n-1 W 


3. Respecto a la ecuación [3x-10]=x, indique 5. Esboce la gráfica de la función f. 


lo correcto. 
f(y= Máx de: 2x+3) 


A) Su conjunto solución es E » 


| B) Tiene dos soluciones. o A) Y B) Y 
C) No tiene solución. i 
D) Es indeterminada. 
i ANO X 

E) Su conjunto solución es unitario. X 


4. Lagráfica que se muestra representa a y=fy). o dl 
EA = 
X 
| D) E) | 
| | Esboce la gráfica de y=f(- des X 


; 3 a a 
E? : 
PS 
Í A 
a ` A 
y 
Mio IA 


>canmea Dy LCamocanmer 


aia CP E si PENE Po os DES ME: s- 
bes 1 in . nb 2 eri . E jit , 
AA EC A, JA CI REE ia A A : S A AE IAE N N , OR AA NE 
6. Esboce la gráfica f. ` n 
. A) Ran(/ -—;] 
fi ya? -sgn(x) ) y= g? 
E T 
B Ran —? , 
A? Vi Rì vA ) (A) = 73 ; 2 


. e - . *»eg - 


X 
aie a 
X 
D) Yeo E) Y 
X 


Indique cuál de las siguientes funciones no 
es par. 


A) foy=+x]+1 


B) £(9=x'sgnGo) 
C) hiy=|x]+cosx 
D) p(y=x/x|-1 

E) g(9y=sen(|x|-1) 


Indique cuál de las siguientes funciones no 
es impar. 


A) yy +x 
B) 2(9=x"1x| 
c) h(y=x+senx 
D) P =x+cosx 


E) J= (14x) 


Halle el rango de la función f. 


fix) =-X+COSX; X € (o z] 


T AS 


A EAE ipa e 
et . v i 
aisi nde 
EE A LL 
E PATIA 3 
k 
a Y Y de 


Limo 
he 5. Sad A 
% paa ra EA, 
A o EAN A 
A SAN yN: sin y S f 


ce: E A pista 


0 Ran(1)=|-;1) 


D) Ran(f)= E s 1) 


E) Ran(N=(-1 1) 


. Halle el rango de la función g. 


8= add; xe (1; 1] 


A) Ran(/)=(-2; 4] 
B) Ran(f)=[-2; 4) 
©) Ran(f)=(0; +) 
D) Ran(f)=(1; +00) 
E) Ran(f)=(-4; 2] 


Sea f,)=a-Vx+b una función tal que 
f=] y fig)=0. Esboce su gráfica. 


A O E RA 


te XIX: Funciones ës sidas 


A IAS A Sq AS 


> 


determine la gráfica de 8(9=f4-x 


| > A 
| 4N X 
l E) Yt 

| A) Y B Y 

4 £ 
0 

14. Dada la función fy¿=x"+6x+6, 
esboce la gráfica de 


C) i | 860 =f («9 +3. ig 


13. Esboce la gráfica de 8()=1f(3| 
a partir de C) 
fi) =2-Wx. 


A) Y 


{ 
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NIVEL INTERMEDIO 
15. Esboce la gráfica de la función f. 


f = Axl —1 


A) | B) 
C) Y 
l 
| X X i i 


e 
> 
] 


d— y 
D) Y E) Y 1 
X 18. Sea funa función cuya gráfica es l ] 
y A 
16. Esboce la gráfica de la función | i 2 
8(9=112x-1/-21. i 

| r K 

. Y x 


Esboce la gráfica de gg) =f x|} 


A) 


kS 
l j X 
O Y 
D) Y 
: - X 
e 
f X 


B) 


y 


D) 


17. Indique la gráfica de la función 
f to=sgnbe- 1. 


Y, 


a Me 


HG SUNRE a E s 


28, 


| Eseulo xix: Funciones pe 


aiga ES si puare 


A 


EE 


be ae $ 
Pos 


Esboce la gráfica de 2(,)= |£,+1)|. 


A) Sl 


B) Y 
0123 5xX 


Determine la gráfica de f) —jx-2])- 


B) Y 


>< 


20. Sea la gráfica de la función f 
Y 


Determine la gráfica de la función fq _¡xj)- X 


mF 4 
A S > 
IA A ASA E 


pee: 1 
e El 
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EE A DEEN A 
EN S {i A AMi 
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22. Determine el gráfico de la función 24. Dada la función f: R > R deñinida por 
fy=116-D-1/-11. x+lx];x>0 ' 
ha= 
(x) pro j 


A) | | 
esboce su gráfica. 


Q Y 


Do Y E) Y 


X X 
23. Dada la gráfica de la función f 


25. Sea Pix un polinomio de menor grado posi- 


esboce la gráfica de |f&-nl. ble, cuya gráfica es 
Y 
A) Y B Y 
X xX 
© F 
Determine el valor de Pi} 
e 
A) 326 
D Y E) B) 243 
| | C) 432 
X X ` D) 248 


Saizi AS 
eS E a ; 
tredin eos > AA 

ul nos Funciones cis 


fi BER > oe aa 
210% 


28. Esboce la gráfica 8(-)=f(x+¡x1) Si la gráfica 
defes 


Si 8(3=(2-1x+1|) Calcule el valor de 
8(-1+8(0)+8(1> 


A) 1 B) 0 C) -l 1 


`~- 


D) z E) —£ EE AAA 
| Il 2 X 


27. Se muestra la gráfica de la función f. ; ña 


an 
"289 
pe 5 4 
ni A LR 
cannea py vamocanmer AA Y S A 
DAA AA PALA aT TRAILER mew E A "i ETAT 
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30. Se define el operador 
medį{3; b; c}=b + asb<c. 
Determine ia gráfica de 
y=medlx*+1;x?; 2 - 1x1). 


j 
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» Función inversa 


ce “Identificar o funciones es: | ETO RE. 
Dos v Bepolyer necuaviones pencas y Dead. EN dede REIN Sec 


1. Preliminares 1.1. FUNCIÓN INYECTIVA 


Una función es una relación entre dos variables, Una función f es inyectiva o univalente si a dos 


de manera que para cada valor de la variable in- elementos diferentes en el dominio le corres- 
N o A E 5 Bosak N Z nandan Ane alamontne niferentes en el rango. 


dependiente existe a lo mas un unico Valor asig- 


nado a la variable independiente por la función. 


Imagine que tiene la función y=f(,) Usted le da 
un valor x y ella le devuelve otro fry). 


Una buena idea sería encontrar una función 
que cuando le demos el valor f(, nos devolviera 
x, es decir, una máquina que haga la transfor- 
mación inversa de f(, En otras palabras, que- 
remos encontrar una función que deshace la 
transformación que ocasiona la función f sobre 
los números que le damos; es decir, si intercam- 
biamos las coordenadas de los pares formados 
por (x; fgg) de la función f, podemos obtener una 
nueva función cuyos elementos son de la forma 
(Fog; X), ala cual llamaremos la función inversa 
de f. 


Antes de conocer formalmente la definición de 
la función inversa, conoceremos algunos con- 
ceptos previos que nos ayudarán a comprender 
mejor su-significado. 


p’ 


>cannea py vamocanner 
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Interpretación geométrica 


Una función es inyectiva o univalente si cual- 
quier recta horizontal corta a su gráfica en un 


solo punto. 
Y g Y f 
| X Es 
g no es inyectiva. f no es inyectiva, 


Regla práctica para calcular rangos de fun- 


ciones crecientes y decrecientes 


Sea f una función cuyo dominio es la; b] y cuya 
gráfica es una curva continua de un solo trazo 


(sin saltos bruscos verticales). 


Luego 
+  Sifescreciente > Ran(/)=[fiay fío) 


*  Sifesdecreciente —> Ran(f)=[fg); fta) 


PA "E 


perez e "UD MAUI —' AHI IL” ë ID IM e is 
Es decir, si Vx; X3 € DoM(f): x1 * x2 > fex) $ f(x) 
Equivalentemente 

Una función f es inyectiva o univalente si y solo 
si Y xy; x9 € Dom): Fix = fio) > X1=X2 


Ejemplo 
Pruebe que la función £: (3; 6) >R, definida por 


_-2x+3 
O kel 


, es univalente. 


Resolución 


En efecto, escribimos 


2x+3 5 
hoy = =24+—; ; 
(x) y] +23 xe(3 6) 


Sean xy; X3 € Dom(?) tal que fex) =f) 


5 5 5 5 
Es 


=2 — = 
x¡ 1 E x-1 Xa- l 


> 24 


=> xi-l=x9-1 > x=X2 


Así, fes inyectiva (univalente) en (3; 6) 


Teorema l 
Si fes una función creciente (o decreciente), en- 
tonces f es inyectiva. 


Ejemplo 
Sean las funciones f y g tales que 


fx) =Senx; xe(-5:0) 


gix) = COSX; XE [o z) 


Halle los rangos respectivos. 


~a. 


uTanCamente 
I. fes creciente, Ran(/)=[Fa); fæ] 


1.2. FUNCIÓN SURYECTIVA 


Una función f: X — Y es suryectiva (sobreyectiva 
o epiyectiva) si todo elemento del conjunto de 
llegada Y es imagen de, por lo menos, un ele- 
mento del dominio de f. 


Es decir, f es suryectiva + Ran(N=Y 


Ejemplos 
Il. Sea la función £ R — R, definida por 
fiyg=é-1. 


Averigije si f es sobreyectiva. 


Resolución 
Para que f sea sobreyectiva debe cumplirse 
que Ran(f)=R. 
Hallemos el rango de f 
Como xe R 
A AE 
> Ran(N=[-1; +09) 


Resolución i 
+  Paraf,,)=senxe (-3; o) 


Como f es una función creciente; 


Vxe (E o) entonces 


pi 


Ran(f)=(-1; 0) 


+ Para gy) =C0Sx;x € [o z) 
Como g es una función decreciente; 


Vxe [o >) entonces 


m 
7 coso] 


Ran(g)=(0; 1) 


-Ran(g) = (cos 


A N > WET 
AU UNSA RER i Ea SE i ugi ai ce dino : 


Ran(g) 


f es sobreyectiva. g es sobreyectiva. 


1.3. FUNCIÓN BIYECTIVA 


Sea £ X > Y una función. Decimos que f es una 
función biyectiva si es inyectiva y suryectiva a 
la vez. Luego, si f es una biyección de X en Y, 
cada elemento y e Y es la imagen de uno y solo 
un elemento x e X. 


Por ejemplo, en la función f: X => Y, donde 
X={A; C3; O), Y=13; 4; 5), definida por (x; y) e f 
si y solo si a cada figura le corresponde el núme- 
ro de sus lados. Es decir 


f=((A; 3), C3; 4, (O; 5)) 


rta 


NEU py varnocanner 


Luego, Ran(f) +R - 


Por lo tanto, f no es sobreyectiva. 


Sea la función g: |-1; 5) => (7; 5] definida 
por g(94=3-2x. Pruebe que g es sobreyectiva. 


Resolución 


xe Domíf) > -1<x<5 
> -10<-2x<2 > -7 < 3-2x <5 
=> y=(B-2x) e (-7;5] 
Luego, Ran(g)=(-7; 5] 
Note que Ran(g) es igual al conjunto de lle- 


gada. 


Por lo tanto, g es sobreyectiva. 


Resolución 


f es inyectiva. 
En efecto, sean x,; x, € Dom(f)=[-1; 6) 


Lao) => 2x¡-5=2x2-5 —> X¡=X2 


Por lo tanto, f es inyectiva. 


f es sobreyectiva. 


' En efecto, como x e [-1;6) > -l <x <6 


-2<2x<12 > -7<2x-5<7 
> -7<y <7 > Ran(1)=[-7, 7) 


Como Ran(f) =conjunto de llegada: [-7; 7), 


entonces f es sobreyectiva. 
Finalmente, f es biyectiva. 


2. Función inversa 


Dom(S=[(A; (1; O) 
Ran()={3; 4; 5) 


Note que el rango coincide con el conjunto de 
llegada y cada elemento de este es imagen 
de un solo elemento del dominio; es decir, es 
inyectiva y sobreyectiva a la vez. Luego, a la fun- 
ción f se le denomina biyectiva. 


Ejemplo 
Pruebe que la función f: [-1; 6) — [-7; 7), defi- 
nida por f(,=2x-5, es biyectiva. 


A YN : 
eini FESUR 


AO. AE e RA] 


Ate: (ee 
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2.1. PROPIEDADES DE f* 


a. f*esbiyectiva, existe (/*)* y como 
f*={{y; D/x e Domíf) A y=fm) 
entonces (£*)*=((x; y)/x e Dom(N) 
Luego (f*)*=f _ 

b. Si/es la función identidad, entonces 

Fo f*=1, sobre Dom(f*) 
f* o f=1, sobre Dom(f) 


c. Si f y g son biyectivas tal: que existe 
fog, entonces (f o g)* existe y se cumple 


Fog)=3* o f* 


Ejemplo 


Hallaremos la función inversa de f definida por 


f(y=2x-1; x € [-3; 5). 


Sea f£: X > Y una función. Si f es biyectiva, en- 
tonces a la función ((f(y; )/x e Dom(f)) se le 
llama inversa de f y se denota por f *; es decir, si 
F=4(x; y)/x e Dom(f)) es biyectiva, la inversa de f 
es la función que se obtiene al intercambiar la 
primera y la segunda componens en cada par 
ordenado de f. 


Resolución 

Notamos que la función f es inyectiva (es cre- 
ciente en su dominio) y de manera obvia es 
sobreyectiva, pues su conjunto de llegada es su 
propio rango, luego existe f*. 


e Us Maramne al ranorn rta f 


A a 


Fi a: w 


ISIE LENTA? va masaia - 2d 2 roe 
Luego /*={(; x3)/x € Dom(f) a y=/cp) Como xe [-3;5) > -3<x<5 
Por ejemplo, si f=((2; 1), G; 4), (4; 2), (5; d}, en- -6<0%<10 > -7<2%%k-1<9 
tonces por definición la inversa de f es E ji 


f*={(1; 2), (4; 3), 2; 0, 8; 5) 


Luego Ran(/)=[-7; 9) 


donde » - Hallamos la función inversa f*. 
2=f (9, 3= y; t= ay 55) De y=2x-1 se tiene e. 
además l 
* +1 
Dom(f*)=41; 2; 3; 4)+=Ran(N) > n= yel-7,9 
Ran(**)=(2: 3: 4; 5)=Dom(f) En términos de la variable x 
Note que el dominio de f* es el rango de f y el .* TE 


kaos el—7; 9) 


rango de f* es el dominio de f. 


e dE EE T 


¿0 Capítulo XX: 


Función. inversa 
A E 
2.2. GRÁFICA 3.1. GRÁFICA 
La gráfica de f* es simétrica a la gráfica de f, Respecto a la gráfica consideramos dos casos, 
respecto a la recta '=X. + Si0<b<l, la gráfica presenta la siguiente 
Por ejemplo, tenemos la siguiente gráfica de forma: 
una función f: 


y 


De lo anterior, podemos afirmar que f es biyec- 

tiva, por lo tanto existe /*. Por la simetría que 

existe entre las gráficas de f y f* respecto a la 

recta y=x, la gráfica de f* será así: « Si b>l, la gráfica presenta la siguiente 
forma: e 


3. Función exponencial 3.2. PROPIEDADES 


Es aquella función trascendente definida por Dada la función exponencial fig=b";b>0 Abal 


[(970b>0 a b#1,cuyodominioes Dom()=R. a, y x ëR: fy=b* > 0; es decir, la gráfica de 


, f está por encima del eje X, y pasa por el 
Ejemplos 


punto (0; 1). 
l. Cuandob>1 b. Si0<b<1!,fes decreciente en todo su do- 
ha=2; 803%; Mi) ds minio; es decir x, <xy © b%>b*2, 
c. Sib>1,fes creciente en todo su dominio; 
2. Cuando0<b<l es decir x <x; E b“ < bé, 
1¥ 9 Y s d. La funciónf es inyectiva en todo su dominio. 
ho) = (G; ) 21) E ) : hex) = (0,3) Es decir, b =b% + x¡=xz 


Ejemplos 4. Función logarítmica 4 
1. Resuelva la inecuación exponencial Es aquella función trascendente, inversa de la 
52-1 > g7? función exponencial y definida por fp)=l08gX; 

b>0 a b# 1, cuyo dominio es Dom(f)=R*. 
Resolución l i 
Note que la base de las exponenciales es 5; Kemplos ¿ 


l. Cuando b> 1 , 
fx) =1082 X; 8(x) =1083% Mi) =log ¿(x+D } 


2. Cuando0<b<l | 
fix) =1081 X; 8x) =1081 X; Rex =108 | (x+1) 
2 3 B 


es decir, la base es mayor que 1. 


Luego, resolveremos la inecuación así: 


5a-l> 5% eo 2-l 2x? 


e x-2x+ <0 | 
e -<0 4.1. GRÁFICA 
Lo único que puede cumplirse es Respecto a la gráfica consideramos dos casos: 
(x-D?=0 e x-1=0 e x=1 + Si0<b<1, la gráfica presenta la siguiente | 
forma: 
CS=(1) ; | 


2.  Resuelva la inecuación exponencial 


Resolución 
En esta inecuación, la base es menor que 1. 
Luego, resolvemos así: 


Pie Si Xx a 3 


es x(x+DGr-1)>0 


Por el método de los puntos críticos, se 


tiene 


-=1<x<0 v x>!l 


=(1,0) V (l; +00) 


¿24 o 


Suanmea py vamocanner 
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4.2. 


e 
11. aa SETE 
IA gs 
Pa ERR 


PROPIEDADES 


Dada la función logarítmica 


fiyp=logy;b>0 a bl 

La gráfica de f pasa por el punto (0; 1). 

Si 0 <b <1, f es decreciente en todo su do- 
minio; es decir, xy <x + l0gpXı > l0gpX2- 
Si b> 1, f es creciente en todo su dominio; 
es decir, X; <X, + log,x; <10g,X>. 

La función f es inyectiva en todo su domi- 
nio; es decir, log¿x; = l0gpX +> X] = X7 


Las funciones exponencial y logarítmica son 
mutuamente inversas. Por ejemplo, las fun- 
ciones fy=e* y 8(9=108,x; e=2,718281828... 
son inversas, pues 

Coa) hg joge 


Las gráficas se muestran a continuación: 


(5) <(7) e xXx e x-x>0 


» Si b>1, la gráfica presenta la siguiente 


forma: 


ULA y ORAR DES 
z- i Ġapitulo:XX: Fu 
E” + PE EN ~ 
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. 
s 


a, 
Y 
e 


Resolución | 
Garantizamos la existencia de las expresio- 
nes logarítmicas, así 

3x-1>0 a 3-x>0 
=> 3x>1l A 3>x 


(> A x<3) => 3<x<3 


s sali 


Eliminamos el operador logaritmo. 
log p(3x -1) > log (3-2); b=WV2>1 
3x-123-x > 4x>4 > x21 


"=> Sa=ll; +09) 


Finalmente hallamos el conjunto solución 


así 
CS=S, A S2=( 553) N Íl; +00) 


CS=[1; 3) 


Halle el dominio de la función 
f(y=l0g,(Qx- 1). 


Resolución 
Para hallar el dominio de f debemos garan- 
tizar la existencia de fç en R; es decir 
fy ER e 2x-1>0 1 x>0 axl 
&e ?2x>lrAx>0p0axf*l 


1 ; 
Er XSA x>0 a xžl 
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nción inversa 


Ejemplos 
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Resuelva la inecuación logarítmica 
log ¿(3x - D2 log ¿(3-x). 


mm 


Prostemas RESUELTOS 


Pd it 


Problema 1 
Esboce las gráficas de las funciones 


x+] E | 
f=2* y ko T 


Resolución 
» Gráfica de f 
Como fig" tiene base b=2 > 1,f es cre- 


ciente, y su gráfica se traslada una unidad 
a la izquierda con respecto a la gráfica de 


+ Gráfica de g 
Se observa que giy) (1. x€ R, es una 


función par; entonces esbozaremos su grá- 
fica para x 2 0, luego reflejaremos este es- 
bozo con respecto al eje Y, así: 


Le 


ÉS est A Xl 
2 


+2)-(1) 


2 


Problema 2 
Dada la función fy=2'"*; x e (-2; 1), halle su 
rango. 


Resolución 
Como x e (-2; 1], entonces -2 < x< 1 


> 2>-x>2-1 > 3>1-x20 
U<1l-x<s i Ped so 

> 1Sf(<8 

Así Ran(f)=[1; 8) 


Problema 3 
Resuelva la inecuación exponencial 


1 l-2x 
(5) <a 


Resolución 
La inecuación exponencial puede escribirse así: 


y2-1 ü ES yet 


fg2x-1 z S g2x-1 z gr+2 
2x-1<x+2 > x<3 
CS=(-00; 3) 


32x +2) 


Problema 4 
Resuelva la inecuación exponencial 2**! > 3*. 


Resolución 


xX 
PS DIS (3) <2 
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ï 


Drs. + AA ARA aaea = 
MS A > ate 
CN VR Eg l OVSE 


Problema 5 


Sea f: (-5;-2) — (5; 26) una función tal que 
f(y=x +1. Halle f* si existe. 


Resolución 
. Vesmós si f es inyectiva. 
fix) = hix) > x+l=x3 +1 
3 x-xi =0 > (xj+x)(x-x)=0 
Como 
x X2 E (-5;-2) > x+x2<0 
Luego x¡-x3=0 => X1=X2 


Por lo tanto, f es inyectiva. 


« Veamos si fes sobreyectiva. 
Calculemos el rango de f 
Como -5 < x <-2, entonces 
4<x <25 > 5<x+1<26 
5<y<26 > Ran(N=(5; 26) 


Por lo tanto, f es sobreyectiva. 


Luego, f es biyectiva y existe f*, 


Calculamos f* 
De y=f(, debemos obtener x=f{,) 
y=x +1 > x=y-1 


|x| =/y-1; x € (-5; -2) (note que |x|=-x) 
> -x=ļy-] >» x=-Jy-1 


ii IĐSGOLULNY Vit VUASY Y = n 


2 
08 (7 ) sien 
a x <log3(2) 
2 
CS ( ¡logg2(2) ] 
E X i KOIA 
MERRE “capitulo poa Función inversa si 
€. eA dl a 
Problema 6 


Luego de resolver la desigualdad logarítmica 


logs (Ex $ 302 )<o, 


determine la suma de todas las soluciones en- 
teras. 


Resolución 


+ — Hallamos el CVA. 
La expresión logarítmica está definida en R 


Si 5x 1x4 290 > 4x%-24x+35>0 


(2x-7)(2x-5)>0 => x<> v psi 


2 
5 7 
CVA = (- 00; Ju (Z: +) 


+ — Hallamos las soluciones posibles de Sp. 
logs (3 -ar+ 7): logs b=5>1 


l 35 
02-342 <1 
A pr 


4x7 -24x+35 <8 
> 4 -24x+27 <0 


(2x-9)(2x-3) <0 


E. > 5S (3: E) 
2 2 P Noa 


Finalmente, hallamos el conjunto solución, así: 
CS=(CVA) n (Sp) 


sal o flia 


Luego fy, =-/y=1; y € (5; 26) 


En términos de la variable x 


fos =-Vx-1; x € (5; 26) 


deras. 
L £R [l; +0) con fy=4+1 
es suryectiva. 


xv?! y qe ES y us 


(3,5 D 
cs=(3:3) i E 


Luego, las soluciones enteras son 2 y 4. 
Por lo tanto, la suma de soluciones enteras es 6. 


3,245 
E ; PS ¿A A aeS EE E e dee ay 
- PROBLEMAS Propuestos | 
E e A PO ú 
NIVEL BÁSICO 
Ml. A: (87) > (52) con Pyy) En 
1. Dadas las funciones es biyectiva. 
f=4(0; 1), (l; -2), (2; -1), (3; 3)) IV. p: R ->R con P= -x 
g={(1; 2), 1; 3), (2; 0), (-2; D} es inyectiva. 
h={(5; 1), (7; 2), El; 0)} 
calcule el valor de S. A) 0 B) 1 C) 2 
Eai a D) 3 E) 4 
sE] + ha) +(h*o 2) 
a 5, Seaf(y=3x+4; x € Cl; +09). 
H f. 
A) -3/2 B) -1/2 O 1/2 alle la inversa de 
D) 5/2 E) 13/2 1 do $ 
A) fi = ¿a +4) B) fo =3(5-8) 
2. Dadas las funciones s 1 
f=((3; 1), (2; 3), (5; 2), (7; D} O kage 
calcule el valor de M. D) ka=- . D fo) =30-4) 
M=|[(F o g) o P3](2)+(3* o Mis) 
6. Seaf. R — R una función tal que 
r f 07 k A l 10-2%;x<0 
- fx) = ] ' 
(G) -2x20 
3. Sean las funciones El 
y a /a=b), (8; a+b), (2D, (8; 6)} Considere m=2"", Calcule M. 
2941 | Mm) HG) 
Si (g o )@=2; calcule (2a—b). A 20 B) 25 o de 
A) 15 B) 10 C) 3 D) 1 E) -1 
D) 2 E) 0 
7. Seanf y g funciones tales que 
4. Indique cuántas proposiciones son verda- 


dé 


Halle el dominio de (f+ g). 


ho=2%+3 A 80 =3 


lio AA aaae 


e 


8. 


a 


10. 


11. 


I. g: R* > [1; +09) con g(9=1-x 
es inyectiva. 


Halle el rango de la función g. 


A) (0; 1] 
B) (0;/2] 
C) (1; 2) 
D) (0; 2] 
E) (1,2 


Calcule la suma de las soluciones de la ecua- 
ción exponencial 
x-1 
D 4, 
/ 
B) 4 C) 3 
E) 5/2 


A) 5 
D 2 


Sea f: (-3; 1] > R una función tal que 
i khl 
2 
ka= (3) 
Halle su rango. 
A) Ran()=(371 33) 


B) Ran(f)=[3"?; 37] 
O) Ran(M=(37; 3) 


DJ Ran(=(37*; 31] 
E) Ran()=(37?; 3] 


Halle el dominio de la función f. 
fi) =1l0g (4-1?) 


A) Dom(f)=(0; 2) 
B) Dom()=(0; 2)- (1) 
C) Dom(N=(1; 2) 
D Dom(N)=(0: 1) 


A) 10; 3) 
D) (1; 3] 


B) [0; +) C) (l; +09) 


E) [3; +00) 


12. Halle el rango de la función f. 


13, 


14, 


l 
(0 PETS a 


A) Ran(N=[1; +) 
B) Ran(f)=(0; 1) 
C) Ran(N=(1; 2) 
D) Ran(N)=(2; +00) 
E) Ran(H=(1; +=) 


Esboce la gráfica de la función f. 


1 
to=t(<) 


A) 


©) 


D) 


Halle el dominio de la función f. 


fi) = J-21084 x 


A) Dom(f)=(1; 2) 
B) Dom(f)=(0; 2] 
C) Dom(f)=(0; 1) 
D Domí(f)=(2; +09) 


y Varo = - err r 
SISU INE TA G 
Kine INE e 
NIVEL INTERMEDIO 


15. Dada la función biyectiva 


16. 


17. 


18. 


E) Dom(f)=(0; -+00)- (1) 


f: S = [-1; 4] tal que f, ,) = Mvz]-x, 


halle el conjunto S.' 


A) S=(-2; 63) 
B) S=(-63; 1) 
C) S=|-63; 2] 
D) S=[-65; 2] 
E) S=[-63; 2) 


Sea f: [0; 1] > [2; 4] una función creciente y 
suryectiva tal que f(.)=ax+b. Calcule el va- 


lor de f “lr a) 

A) 4 B) 2 C) 1 
D) -3 E) => 
Sean f y g funciones tales que 


fea =X A 80) =X+5. 
Si h=(F* o g)* es una función que verifica 
Rim) = "i 3m+5 ji calcule el valor de m. 


4 
A) 1 B) 2 ©) 3 
D) 4 E) 5 
Dada la función . 
l-t á 
ra (e l+ h ten i 
halle /* (si existe). 


19. 


E) Dom(/)=(0; 3] 


E) No existe f*. 


Sea f: X — Y una función tal que 
fiy=-3x*+mx- lixsgen an n>0. 


Si Fes inyectiva V x € A y fi) >0, 


calcule el valor de Z a 
A) Z seo; 6] 
n 
B) Z e(0;6] 
n 
ate (6; —co] 
n 


D) Z e [6; +0) 
n 


E) T e(6; +o) 
n 
Sea f: R —= [1; +00) una función suryectiva 


tal que 
fy=aé +bx+c;4%0 A fígy=2. 


b? 
Calcule el valor de —. 
e r pe 
A 2 B) 1 O 1/2 
D) 1/4 E 1/8 


ZN 
INte y 


` s P, 


21. Resuelva las inecuaciones logarítmicas 


. log p(x? -x+1)22 
+  log¡(2x-1D>log | (x+1) 
2 2 


e indique un intervalo solución común. 


A) (14,7 


2 
o [5 
bi Po) 
m (o pan 
[55 


22. Resuelva la inecuación logarítmica 
x° +log;(1-x) <0. 
2 


Ab BL) Oc 


D) [-1; 0] 


23. Sean /y g dos funciones definidas por 
803% a fo=lgo. 
Halle el conjunto de S={x e R/f(,y > 0}. 


A) S=(0; +09) 
B) S=(0; 1) 
C) S=E1; 0) 
D) S=(1; +00) ' 
E) S=R 


E) o) 


24, 


25. 


26. 


H s ¿EL ve ed o , 

A . RA] e A k da EL a 

4 $ PES i - IRA EE no = A O? wA 3 
E A AA PE AT IS ES A E S A AER ` 
n, * FIS A OLA RE e YE s SO A na vs D 


-` Čapitulò XX: Función inversa 


PERENS 
$ AIE de: 
IT > Liis nN AA 


A A 


Halle el rango de la función f. 
fx) =1log[Vx—4 +v6-x);4 <x<6 


A) [log2;10g2 | B) [toga log2]| 
C) [log /2;log2] 


D) |: log 2; log 2 E) f log 2; 2| 
Halle el rango de la función 

f: (l; +0) — R tal que 

kx) =108 ¡7 x+4108 y Y2-1 


A) (l; +e) B) (V20) 
C) (l; 1) 
D) {3; +09) E) (-V2; V2) 


Esboce la gráfica de la función f. 


log; ma 
2 


fx) = 


A) Y : B) 7 


D) Y E) Y 


249. 


TR E 
¿5 ' s> 


>cannea py vamocanner 


A da , A AE rd Pi A 
27. Dada la gráfica de la función f 30. Indique el valor que asume b en la ecuación 
i logarítmica log, (bx”*)+10gfx=1 
=a'b* con la condición de que sus raíces estén en | 
i progresión aritmética. 
1 i 
' 3+1 Y2 -1 45 +1 | 
! y MS M3 
1 
A v5-1 2 +1 
i D) =— E) 
gn 2 2 
calcule el valor de FA +1]. i 
31. Indique cuántas soluciones reales tiene la 
. . = pe 1 
A) 3 B) 3/2 O 4/3 | . ecuación logarítmica |log,|x||=|2-|x| |. | 
D) 3/4 E) 6/5 A) 6 B) 1 C) 2 
D) 3 E) 4 
28. Esboce la gráfica de la función f. . 
fg=4-2%l 32. ¿Cuál de los siguientes intervalos no está 


contenido en el conjunto solución de la i 


) 5 B) Y inecuación logarítmica 
2 >... 
lO8isenxi (x? -8x +23) > bg benal 
X X 


AGY B) (22) o (4,5) 


D) (3;5) E) (15) 


33. Dada la función fy=1l0gy(4-x)+logy(1-x), 
determine la función inversa de f. 


j} 

y 

t 
A) fa =N2% +9; VxeR j 


B) fo) =5-V2* +3; VxeR* 
29. Dada la ecuación exponencial . 
e=- | c) fo =3(5- V22 49); vxeR A 


D) .. 2 +9; VxeR A 


indique la cantidad de soluciones reales. 


-E) 6 


A o DAA | 
P Ari Až 
P~ mnta Le: WAWY e Ls gir PELA WER 


> - ; . A A dp E 
` p A Yy 4 Er PNE: E ”. 
hos £ p3 “ mi E d AM die E LSN Iw f 
-r ERNEA OA eN aS $ 2 PIAS 
AAA AS PND. CAL S sia ES 
is 


34. Esboce la gráfica de la función g. 35. Esboce la gráfica de la función 


8092-09 y € [-2; 9) 5 AA z 
80) F R 


A) Y 


C) Y 


cannea py vamocanner 


JE aa ES ER n= RG: > o E) 
IET. > E 
$ 
pariy 


PEE A 


Ey 


è 
TO 
E E Se a PA 
A A A TEA 
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variable real 


A E 


Límite de una función real de 


Capítulo XXI 


PERES 0 


ob 


An 


. Conocer. la s definición del límite de una cuidad idipretación geométrica. e. 
» Calcular OR finitos e infinitos de funciones reales de Ear h s 


1. Noción intuitiva de límites 
Consideremos una función f real de variable real 


xX 
kx) = a ; x#l. 


¿Qué sucede si x toma valores muy cercanos a 1? 
Como x toma valores muy próximos a 1, enton- 
ces (x-1) es diferente de cero. Luego 


i 
fo) == =x +) es decir A(¿=x+1;x%1. 


Geométricamente 


Se observa que a medida que x se acerca a 1, ya 
sea por la izquierda o por la derecha, entonces 
fo se acerca a 2; es decir, si x tiende a 1, enton- 
ces fg tiende a 2. Lo cual podemos denotar así: 


lím f=2 o lím (x+D=2 


A A at ARAS pih A AA GTN pa Ls E Sny 
x hp imap gen EA A A A BRA ip O, Y. 


Si una función f cumple esta definición, deci- 


2, Definición de límite 


Una función f tiene por límite L cuando x tiende 
aa (a no pertenece necesariamente al dominio 
de f). Si para todo e > 0 es posible hallar un valor 
positivo $ (delta): 3 > 0 que depende de e (épsi- 
lon), tal que 


Y x € Domíf): 0< |x-a| <8 => |fiy-L| <e 


Es decir 
lim ky) =L + Ve>0; 35>0/0<|x-aj<3 > |f ,)-L|< e 
x—a 


Geométricamente 


IAEA 3 
A 


Capítulo XXI: Límite de una función real de variable real 


mpya ek E O : e AL E: 
5 7 f K “a Ta MA > k 


Geométricamente, 


"Mn 


mos que f converge al número L en x=a. 


a — 
Para que 'inafunción ts inge límite e enum 
dee de abscisa a; es decir, convergen- 
te en ese punto, no es necesario que la 3 


función esté definida en esë punto. 


+ En las funciones elementales: polinó- 
micas, racionales, irracionales, expo- 
- nenciales, logarítmicas y trigonométri- 
cas, definidas por una sola expresión, 
¿se tiene que um M hy = = fig) Jempe que 
dE Dom(). * 


2.1. TEOREMA DE UNICIDAD DEL LÍMITE 

Sea f una función real de una variable real y 
xoER (xy no pertenece necesariamente al 
Dom(f)). Si Se x)=L existe, entonces L es único. 


Es decir 


si lím ko =L; a lm fx) = La — L; =L, 
x—Xp y 'Xo 


2.2. LÍMITES LATERALES 


Existen funciones en las cuales no es posible 
calcular directamente el límite en algún punto. 
Esto es debido a que estas funciones están de- 
finidas de diferente manera a la izquierda y a la 
derecha de ese punto. 


Para estudiar estos límites, necesitamos recu- 
rrir a los límites laterales que definimos a con- 
tinuación. 


a. Una función f tiene por límite L} cuando x 
tiende a a por la izquierda si para.todo £ >0 
existe un 5 > 0, tal que si a—ô < x < a, enton- 
ces |fgj-L;] <£. Se escribe lim Åy) = L4. 

x>4 


cannea py vamocanner 


Mostramos su gráfica 


er 


b. Una función f tiene por límite L} cuando x 
tiende a a por la derecha si para todo e > 0 
existe un 3 > 0, tal que si a < x < a +ü, enton- 
ces |f-Lgl <e. Se escribe lím kyy = La. 

xma" 


Geométricamente 


Y 


Corolario 
La condición necesaria y suficiente para quie 
una función f tenga límite en un punto de absci- 
sa a es que tenga límite lateral por la izquierda, 
tenga límite lateral por la derecha y ambos sean 
iguales. Es decir 

límf,)=L e e E Pn a) =L 


X-a 


Ejemplo 


Calcularemos lím f,.,, donde 
x=] 


2x-lk x<) 
fx) = 


2-x;x>l 


253. 


-RAR FUNE 


b. Sean f y g dos funciones reales de variable 
real, y a un punto que no pertenece necesa- 


riamente a Dom(f) ^ Dom(g) + é, tal que 


a. 


Según el corolario, la existencia del límite lím A x) 
implica que 
+ Existen lím | kx) A hoj i ftx) 


xo1* 


« Ambos límites son iguales lím j= lím ky) 
xo? o 


Utilizando la gráfica como apoyo podemos ver 

lo siguiente: 

» Cuando x>1*, la función f() => 1; luego 
lím ky =1 
aa Y 

+ Cuando x> T, 
lím kx) =Í 


xi 


la función f > l; luego 


Por tanto, como ambos límites laterales son 
iguales a l, existe el límite y vale lím kx =l 
x> 


3. Teoremas sobre límites 
a. Sik es una constante y a un número cual- 
quiera, entonces 


límk=k y límx=a 
x—>0 xa 


a 


lím al b. límcosx=1 
x0 xX xx 
x0 Xx 


Km kx) =L y lím gex) = M, entonces 
* lim(ftg)x)=L+}M 
x—>0a 


* lím(a-fíx)=0L;vaeR 


xa 


* lim(f-g)lMx)=L-M 


xa 


o. im Jo: siM#0 
ba g 
. imir =M: 1>0 
x-—4 


* Im[f)]"= 


ıı XA 


ím fy] =L"; nez* 
"ly e. Ji 


neZ* a n22 


- Ima, = 


xa 


cl M DI. 


Ejemplo 


2 

x“-/x+2+1 i 

=, calcule el límite de f, 
Yx+l+1 f À l 6) 


cuando x tiende a-1. 


Si fy) = 


Resolución | 


im f, x*- Vx +2+1 | 
Pao id Bei Yx+1+1 


im f _ ED -V-IF2+1 
iaa sv rr 


> límf,,= 
xl (x) 


| - Capitulo XXI: Límite Jo: una función pédis vias real 


a n ea 
r w PEE IEE T AIAT 
pS y s HI 


5.1. TEOREMAS SOBRE LÍMITES INFINITOS 


a. Sin es cualquier entero positivo, entonces 
se cumple que | 


Ej 
» kim ——= +00 


x0 X" 


Ejemplo 
z ; e sen2x 
Calcule el límite 4 = lím fx), donde y) ===. -lm = matin ey per 
Resolución i 
Como > + lím —=-> sin es impar 
xo X 
L= lím s = ar = E (forma indeterminada) , 
sen2x _ 2 Sen2x_2 2 b. Sia es cualquier nú l, lím y, =0 
E e 7 Lt e quier número real, lím f,) = 0 y 
x>0 3x 3x0 2x 3 3 eo 


ím gix) = c con c #0, entonces 
x-a ; a 


5. Límites infinitos 


En muchas CARRIE: cuando x tiende a algún mi 20) 10 T quec>0 y 
real a por la izquierda o por la derecha, el valor x=>4 hy) 


de fy no se aproxima a ningún número real si f > 0% 
no que se hace cada vez más grande o cada vez 
más pequeño. En estos casos decimos que el = im 20. ¡l setene quec>0 y 
límite correspondiente es +% 0 -%, respectiva- 3 TO) Ñ 
f [E9] =>0 

mente. 
Consideremos la función k x)= ih x2 g 

(x-2) . lím #2 --o si se tiene quec <0 y 
La gráfica de esta función par se muestra a con- pie 


4 
tinuación: fo >0 


j 


. lím E. apao si se tiene quec <Ù y 


xa ( x) 
f (0 =>0 
Ejemplos 
A 3 3 
s lim | — |= == = +00 
2x2) 0 
Note que ó s 
lím hay=+e a lim ky =-+0 - Km (5)-2=-> 
tT o) x2* (x) x0 \xX 0 
ocannead Dy vamocanner o i : 
o AS A O) endo 
Lumbreras Editores 2 pda 
6. Límites en el infinito b. Dados los polinomios 
Examinaremos el límite de una función f, fia=ax"+axrl+ax"?+...+a 
6) (x) =*%o 2 n 


cuando el valor de la variable x crece o decrece 
ilimitadamente (es decir x > +0 O x > -00), 


2(x) =x +byx”" bart + by, 
| Luego 


Consideremos la función f: R —> R tal que | 0: nem 
ha =—— % | m 
(0 + > ; ni 
E lim ko ba ` ai 


Podemos expresar fg) como 


e 1 


ha == =l- 
(x) x? +l x +l 


La gráfica de esta función par se muestra a con- 
tinuación 


Note que 


lím kx) =l A Im im 4.) =1 


X>+% 


6.1. TEOREMAS SOBRE LÍMITES EN EL INFINITO 


a- Sin es cualquier entero positivo, entonces 
se cumple que 


Ejemplos 
-~ lím Sp lím (5)-1:0=0 
X-a X+ 
ti [Es ld 
xo.x+l x>- j r| 1+0 
Ae 
XxX 
Problema 1 
Calcule L = lím A 
x> 6x* -7x+2 


Resolución 
Note que hay una indeterminación pues tanto 
numerador como denominador se anulan en 


1 SS ES l 
5 o más bien tienden a cero si x tiende a 3 


Problema 4 


y PRADA AR ARTO II IO, CAES AMM A AA 


b. Teorema del sándwich 


L= lím 


e E 


L=P- 


x= By) > 
+0; >0 a n>m 


Ejemplos 
2x7 + x? -4x +1 _ 
x 4x9 451% -4x? +1 


> a EE < LOM 
x-ri 2x1 5X -A 


284 A 2 


e im LAA na 


xt + 4x4 x0 1 1 


6.2. TEOREMAS ADICIONALES 


a. El número e 
Es un número irracional famoso, y es uno 
de los números más importantes en mate- 
máticas, cuyo valor es 
e=2,7182818284590452353602874713527... 


Se le suele llamar el número de Euler por 
Leonhard Euler. Es la base de los logaritmos 
naturales (inventados por John Napier). 
El número e se puede escribir corno un límite 
1 
e= lím (i t 2] o e=lím(1+x)* 
x x0 


X> 


Sea / un intervalo tal que f; g y h son funcio- 
nes definidas en / y a un punto no necesa- 
riamente en /. Supongamos que para todo x - 
en / diferente de a tenemos giy) <$ fo $ Rex} 


Si lí = = lim fy = 
¡lim 8) = Mim) =L > lm faj=L 


UA TEA 


_ Prostemas i ResueLTos 


|- cos? x 


x>0 x?(l+ cosx) 


1 
=> -lím 
x>) x x-+0 l+ cosx 


N|— 


Li 
2 


A di eo 


nominador. 


(2x+6)| x-2 
mea de gr (6x4) 
2 


L= lím 
sal 6x-4[x- 


Problema 2 


Calcule el valor de L. 
ibm ES 
x>16 Vx -—4 6 
Resolución 
Note que al reemplazar x=16, el límite presenta 


; á 0 
la forma indeterminada T Trataremos de levan- 


tar la indeterminación así: 


L- ym WAN +4) 
x—=16 (Jx -4) 


L= lím (Vx +4)=8 > L=8 
x>16 


Problema 3 


1- cosx 
ViR. 


Calcule L = lím 
x>0 x 


Resolución 
Este límite presenta indeterminación de la for- 


ma z Luego 


HSA yy LAaImocanmier 


PP. (1- cos x)(1+ cos x) qua E 
x>0 x*(l+c0sx) (2) 2 
IAEA ARTES EDS is 
Problema 6 ee 
Fx+ hi, id A 
Calcule L = im a si > 
wA x 
L=kí a* lat 1) 
a. f(7=senx h0 h 
b. fyz; neN L=a" lím = > L=@na 
C. fy =a" 
Problema 7 
Resolución ~ e 


a Taki sen(x+h)-senx 


3 


Calcule L= lím x +8 
-2 x$ -16 


Resolución 
Como en los problemas anteriores, el límite pre- 


; 3 0 
senta la forma indeterminada T Luego de facto- 


rizar se tiene 6 
„Äi (x +2(x?-2x+4) 
x>-2 (x+2)(x-2) Ey +4) 


2 
Lc (x a 
x>- eT +4)( (x-2 


Problema 5 


Calcule £ = lím 1 lu ae i} 
h=0 h 


Resolución 


a h C) 


-h 
DA 
h>0 hÁñ+h(1+41+h) 


-1 
L= ím -e 
h>0 + hl(1+ Vi+h)} 


Calcule L = lím 
x-2 X- - 


Pill 


= haQ h 


Resolución 
Transformamos a producto Como en muchos casos, el límite presenta la 
forma indeterminada p. El cambio de variable 
L=lím Hacos[ 22 )sen*] 9 l 
h=0 h \ 2 2 salva la situación. Hagamos x-2=u, luego queda 
, pur? S e? 2 E 
2x+h sen> l ads L= iim $ Je 
L = lím 2cos ' lím — 2 j uA 
2 in h 2 
2 L=e*Ine=e? 
L=2c08x:*-=C0SX 
Problema 8 
10% 10? 
A TAM (x+h)" - y" Calcule L = lím ni 293195" 
h=0 h 
a Resolución 
q A eran? tac -xf Del ejemplo anterior 
L=lím : 2 x 
h0 h La 10* (10* - 1) i x 


0 Xx 25(25* - 1) 


x 
L= 0. im CD. jp f 
5 x>0 xX x>0 (95* 1) 
XxX 
-1 4:10 
L=4:In10: n25 2-In5 
L=2logs10 


e N PROBLEMAS PROPUESTOS - | 


y A 


. Seala función 


x—mx?-x+m PE E 
i sakoe m an | T ? 
ne 4x> 3. 


Si lím kx) =-2, calcule lim hk 


iK = lím f,, existe, calcule el 
şi En. lo ER x—2/3 6) 


A) 1 B) 2 O 3 
Da. aa oE S valor de (2m+3n). 
2. Dada la función f,¿=4+4, A) -9 B) 9 ©) - > 
f -f 
calcule lim 442-4., 9 
h=0 h 


D 1 E) 5 


C) 6 
E) 10 6. 


A) 2 
D 8 


B) 4 


Si se pe que 
lím E 


A A im, La, 
xl x— 


calcule el producto LyL>. 


A) -1 B) 2 


] 
D) 5 


Calcule los límites 

1 12 
= lí _—— - 
q xn 2 Ta) 


giz) 
L, = lím 
2 m (S 


e indique el valor de L¡—L,. 


A) 2 B) 


w| o 


D) 5 E) 0 


nea py Lamocanmer 


EESAN Ea 
Sean oki: 5 ASA 


< Lumbreras manao á 


BAS eyi 
8% ri $ Sin cs O 


7. Calcule el valor de lím, gix) (si existe). Con- 
x>- 


EOS lx +21 
d ==, 
. Sidere giy) +0 
A) -l B) 0 C) 1 
D) 2 E) No existe. 
8. ` Dada la función gya Tara 
; Ix|-1 
calcule lím f,, (si existe). 
x 0 
A) 1 B) -l C) 0 
D) 2 E) -2 


Dada la función 
x?; x<-2 
ftx) =10x+b; -2<x<2 
2x-5, x22 


halle los valores de a y q para que los si- 
guientes límites existan. 


í f 
En, kx) ds im (x) 


C) a=-5 a b=3 


D) a A Bas 


1 


5 3 
E) PE A y 


Te o a oa 4 


E NS boe, . 


11. Dados los límites 


L,=lím pet] y 


al (y! 
q [E] 


calcule el valor de (L3-9L,). 


A) 12 B) 1 C) 10 
D 7 E) 2 
12. Calcule el límite 
im (esens) j 
xl) xX i 


16. 


a 

A) el B) e” C) e 20 
A 3 

D) e ^ EF eå 

Calcule e! valor del límite 

Jím (Sxi -x -a an. 

+00 f 


9. Calcule el límite A) 0 B) 1 ) 3 
lím [Ear Ea] id p 2 
1-2cosx 
13, Dada la función %3 = ==, 
MN. B) -1 o! 0 n-3x 
2 2 calcule lím f} 
rn 
2g 
D) 1 E) 0 : 
A) -43 B) -5 C) e 
10. Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. D) a E) 43 
ti” 24+5x-8_1 : | 
¡o e E AE 14. Calcule los límites 
Vl+da rx? +? 
5 4 Ly = lím ——>——— 
x*"-—x*+2x-1 x-30 2x 
O A 
x+ x4+2x* t+] ia fin 0 
x0 x? 
TTE R O e indique el valor de (l4+L9). 
g= lím Pa RA A 
2. 6x —8x-1 r i 
A) VVV B) VVF O FVV 3 
: D) 5 E) 2 
D) FFF E) FVF 2 
Uin A SER 3 dió, Capítulo XXI: Límite de una función real de variable real 
EN A gA AS pa ž i os EEN > JR STE ás j HAEE F iio $ p 
15. Calcule los límites 19. Calcule los límites 
x 1 
e [2x1 lím ES a lím (U+senx)x. 
i ee E i ao Ax +b 0% 
Jox Considere a 4 b. 
4 (E +2 ) 
Lo = lím 
rr ldx +5 A) ete B) ee O ke 
e indique el producto LyLo. D) eee e E) e b:e 


. Sea fro= Nga 


fi -fr e 
Si L= lím [n-ta evalúe Lp). 


A) 1 B2 o? 
2 
E) +00 


-= 


D) 0 


1 
O — 
) 3 
pà E) 0 

2 i 
17. Calcule el valor del siguiente límite. 


lím (Je? a -4 PE -2) 


X -+e 
3 
A) -3 B) 3 C) =6 
7 5 
D) — E) =-= 
) ) 


18. Calcule lím ģ y (si existe) 
x—0 


Y +11 
D Yx+8-1 


|. ajo 


E) 


24, Calcule el límite 


10*+*? _ 10? 
lim — r 
* x>0 25%+9! 95 


A) 1 
B) logs10 
C) logs100 


D) log5 
E) 0 


25. Calcule el límite 
lím In(l+ 1) 
x->0 s 


26. Calcule el límite 


XxX 


E) e” 


21. 


22. 


23. 


Considere que lím (1+x)% =e y calcule los 
x— 
siguientes límites. 
ps 
. mé 
x>0 X 
* m a” Sisa 
x>0 X 
A) esa . B) e; ina C) 1; Mma 
D) 1¡e” E) e; ina ` 
f x+1 
Sea fx) ==. Calcule lím š 
X>+ ko 
A) 1 B 0 C) +0 
D) e E) e” 
Calcule el límite 
E-e 
x2 x-2 ; 
A) 1 B) 0 C) +o 
D) e E) e? 
N 


29. Calcule el valor de 5, 


PERA HER y? 


cn I+COSRX 


L= 


a) 2 g) 2 
Tr T 


D) e 


30. Calcule £¡-L£o. 
Alex * 
X 


Lı = lím 
- > 


-x-3 
La = im 
i +8 249x 


e e, a! 


3 A) 4 B) 3 cC) 2 
A) 1 B) 3 O - 
) 2 D) 1 E) 0 
D) -1 E) 2 
i 3 31. Calcule el límite 
27. Calcule L; +L. i 2V/x 
m (S) .. x+Ax+V/x 
n—2x 
A) 0 B) 1 Cc) 2 | 
ds Yl+xsenx -1 1 | i 
a 1030 x? D) 2 E) m | 
i 
A) 1 B) + 0) > 32. Calcule el valor de L. ¡ 
> P tanx- senx 
D) 2 E) 4 x>0 x-Senx 
-28. Calcule el valor de L. A) 2 B) 3 Qa 
tan x —sen x 1 
L= ím | ———_— cad 
xo ( x’ ) D) 2 E o 
B; Eds Eb G 0 
A 
ñ 
y 
a 
” 
Capítulo XXII 


Conocer citerios para analizarla comergenci o divergencia ds sucesiones. 
a Rison ucieians moniiphiz y aaa. 


tte 


Ë 


1, Definición Ejemplos 

Se denomina sucesión numérica infinita de nú- 1. (n=; 22: 3? 4?; ...) 
meros reales a toda función cuyo dominio es el : a 
conjunto de los números naturales y cuyo rango 2. (Vn)= (i; V2; V3; Vå; ... 


es un subconjunto de los números reales. 3.4 
3, La sucesión as q Al ros . 


Pm n 
se puede escribir como l — a 


Notación 
aN—>R 
n > Aman 
De aquí se tiene la siguiente sucesión: 


la,)= (ay; 43; Ag; A4; A5; ...) 


donde 
- a término general de la sucesión 


- (y; 49; Az; ...: términos de la sucesión de lu- 
gares 1; 2; 3; ... 


cannea py vamocanner 


2. Gráfica de una sucesión 
Como la sucesión (a,) es una función de N a R, 
se puede representar sobre el plano cartesiano, 
donde los puntos tienen coordenadas (1; a). 
Ejemplo 

| gr 
El gráfico de la sucesión Pei es 


2 3,37) 


Md i 


Observe que las ordenadas tienen una tenden- 
cia a cero para valores de n muy grandes. 


i n 2 93 oå 95 
PEERS E ER m 


mA ARH ETR T Y ha 


LUT ój 


Los primeros seis términos de la sucesión 


(Yn) son + V2; Ya; Ya; Ys; Y6. 


Si la sucesión (a,) está definida por 
An+¡= Gp +01 CON a,=a9=1, se tiene la su- 
cesión de Fibonacci, Halle az. 
En efecto 

ay=1 

ay=1 

az=a)+0/=1+1=2 

a4=03+0,=2+1=3 

as=44+43=3+2=5 

4¿=45+04=5+3=8 


a=4¿+05=8+5=13 
ag=a7+4¿=13+8=21 
ag=21 
RR 
di TLS PRE A | 
EN aae SES EIN } EN E pes: 


Pa Misael 


Gráficamente, esa definición dice que eventual- 
mente para n>M los términos de una sucesión 
que converge a L estarán en la franja compren- 
dida entre la recta y=L+e y la recta y=L e. 


123456789..M 


de NOTA 


Panam» M; los términos dela sucesión es | 
. tán todos a menos de e unidades de L.: 

Sl una sucesión (a,) coincide con los va- , 
: lores" de una función f en.todo entero po- ` 


snio n a tiende a ün fmi 


LAIJ NH l i F! 9D 
gn 
Efectuando Fe :3: 4,5; 4,5; 3,375; 0,675; ... 


Finalmente se puede inferir que si n tiende a in- 
e eb — IE 

finito, entonces Ei tiende a cero. 

n! 


3. Definición del límite de una sucesión 
Sea {a„} una sucesión. Si para e > 0 existe M > 0 
tal que a, -L| <£ siempre que n > M, entonces 
decimos que el límite de la sucesión {ap} es L y 
escribimos lím a, = L. 
næ 

Las sucesiones que tienen límite (finito) se lla- 
convergentes y las demás divergentes. 


a 


pa 
SE i. 


En consecuencia 


. 3 
E > n+ 1 3n ] n 
lím a= lím | — | = lím ||1+— |- 
X-0 . nəv \ N n—30 n 


1 Y y 
=| lím (1+2) =e? 
N-+00 n 


Las siguientes propiedades de los límites son 
análogas a las vistas en la sección para límites 
de funciones. 


3.2. TEOREMAS DE LOS LÍMITES DE SUCESIONES 


Si lím a, =A y lím b, = B, entonces se cum- 
n— 1-40 


ple lo siguiente: 
a. lím (a, tb,)=A+B 


Nn—0 


b. lím k-a, =R-A; k es cualquier número real. 


nr 


Ejemplos 
l. Determine si son convergentes las siguien- 
tes sucesiones. i 


SUCESIÓN 


3.1. TEOREMA SOBRE EL LÍMITE DE UNA f 
Sea f una función de variable real tal que j 


lím y =L. Si {ap} es una sucesión tal que 
n>% 


fnan para todo entero positivo, entonces 


, 
1 
lím a, =L i j 
n 4 
Ejemplo 
Halle el límite de la sucesión cuyo n-ésimo tér- 
(E 38 

mino es a, =| — | . 

n 
Resolución 
Sabemos que 

x 

lím (1) = e= 2,7182818... 


x—00 


fi x. A Y L oe 
Daae ras i e Ed 
CERE a aa 
À ; 


Capitulo XXIl: Sucésiones 


2 
Pruebe que la sucesión dada por ap = $ 


converge usando la regla de la l'Hôpital. 


Resolución i 


Consideremos la función f x) = Fa r 


La regla de l'Hôpita! aplicada dos veces lle- 
va a que 
x 
lim —— = lím 
x=» 3] xe 
= lím o o = 
x>% (In3).3* 


2x 
(In3)3* 


Como fi) =p, para todo entero positivo n el 
teorema del límite de una sucesión permite 


: con 
concluir que lím ——-=0 
cluir qu Le 
Halle el término n-ésimo término para 
la sucesión cuyos primeros términos son 
2,8, 26.80 242 
is a W 120 
si converge o no. 


y decida entonces 


Resolución 


(Mihecarvarrmne rua lane nurneaerararese mim- 


i 4a,)=18+6-D") 


E (hije ES a 


Resolución 

i Como (a, +=18+(-D)") tiene términos 7; 
9; 7; 9; ... que oscilan entre 7 y 9, no hay 
límite y la sucesión diverge. 


ii. Para {b„} podemos dividir por n nume- 
rador y denominador para obtener 


bin Lin q 
n= 3 4n a 3 4 


n 


Luego la sucesión converge a (- 3) 


ovanneu yy Lamocanmier 


kid: w Er 


i Tarnblén si it lim mi|a Las 


entoces an =0, plata 0 nen 
Mea a 


| yipor taiant; laiana a 


SEmi S el 


4. Sucesiones monótonas 
Una sucesión {a„} es monótona si es 


+ creciente: a; < d< 3< ... < Ap < Aky] ©- 


» decreciente: 0; >0,>43>... > Ap > Ap] > ... 


. no decreciente: a, Sa; <S ... Sap Sapp] < ... 
» no creciente: 1; 2 a3 2 ... 2 Ap Z ak4] 2 
para todo k e Z* 


Fiornnine 


TS AER II EE SAMA A O NR 


plen la siguiente regla: -(37-1). 


Luego, al analizar los denominadores tene- 
mos 
1=] 


2=1 2 
6=1-2-:3 
24=1:2:3:4 
120=1:2-3:4:5 


Lo anterior sugiere que los denominado- 
res vienen dados por n!. Finalmente, como 
los signos se alternan, podemos escribir el 


n-ésimo término como a, = (-1)” E) 


0<2 > 0+4n+2n? < 2+4n+2n* 
> 2nQ2+m< (1+n)0n+2) 


2n 2n+2 
l+n 2+n 
An+D 


l+n 5 1+(n+1) 
> b= bna VneZ' 


Luego es monótona, pues cada término es 
mayor que su predecesor. 


4 9 16 
i lak Egiz T5 


No es monótona porque el segundo término 
es mayor que el primero, pero menor que el 
tercero. i 

Note que si suprimimos el primero, la suce- 
sión restante Cy; C3; Cg; ... SÍ es monótona. 


En el ejemplo (2), esta forma de ver que la su- 
cesión es monótona consiste en considerar la 
derivada de la función correspondiente de una 


variable real f,,) = = 


Como la derivada Rx) = = es positiva para 


2 
Ur 


T. adii, GA tod demos concluir que f es creciente 
Determine si son monótonas las siguientes su- 9. pa iii q 
Esto implica que {ap} es creciente. 


cesiones. 
l. a=3+00" 5. Sucesiones acotadas 
- E E 2n Una sucesión (a,) es acotada si existe un nú- 
2 Ten l mero real positivo k tal que lanl <k para todo 
ne n e Z*. Ese número k se llama cota superior de 
ET 7] la sucesión. . 
En el ejemplo anterior, las tres sucesiones son 
Resolución acotadas. 
1. {an}: 2; 4, 2; 4; ... Esta sucesión alterna en- 2 
{an} j3+enrlsa] 2 js LS 
tre 2 y 4, luego no es monótona. s l+n| ` mij 3 


AR] 
a AA o Wy y 
E LEL AEFT CEAI, Ah ¿ 
A ESE, A E I a AAN 
EA A RO 7 y! da 
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A > À ek e PA a s á ` Pi ? NAS P E y FET y 
wawr 3 N po? s gu ea ppan 
. t i pE A 4 cl ALA a a 7 ? z s t senet Piirsoo E A E 

Ed a a E E 


Teoremas Resolución 

a. Si una sucesión (a,) es monótona y acota- Para su demostración aplicamos el criterio de la 
da, entonces es convergente. razón para sucesiones. 

b. Si una sucesión es convergente (límite fi- d(b=-Dt0=3)...(b-M (b-(n+D) qn 
nito), entonces es acotada. Lo contrario no wl C O O o 
necesariamente se verifica. . ú fui bíb-Htb= 2) [bx 

c. Toda sucesión monótona y no acotada es n! 


divergente. Diverge a +œ O -<o, 
lll (b-n-Dx" «xn! 


Ejemplos as (n+11- x" 
* La sucesión {ap} = (5 es acotada y monó- | Bar ] ) x | 
de uo [(0-1-MxmM| fin ñ B 
tona; luego, por el teorema, converge. al ma gey —j=|x| 
ne l ñ 
* La sucesión divergente (b,)= e 


Como el límite es |x| y por date es menor que 


monótona pero no acotada, 
uno, entonces la sucesión converge a cero. 
. ] j = (-1)” > : | 
La sucesión divergente [c,) =[(-D)”) es aco y blb-D(b-2)...(b-n)-x" - 
tada pero no monótona. << CA 


6. Criterio de la razón para sucesiones 7. Teorema sobre la media aritmética 


Sea (a, ) una sucesión convergente. 


Teorema 
is a Si lima, =L 
Sea la sucesión (a,) tal que L = lím |+ |=L; n-o i 
inai +d,+03+...+4 
LeR E E AMAT ah 
Mayos n 
Si L <1, entonces la sucesión converge a cero. . 
Ejemplo 


Lo » a "a a a a 


Y1£ > 1, entonces ia sucesión diverge. 


Si L =1, entonces el criterio no afirma nada. 


Ejernplo 


Demuestre que 


im 20-D(6-2)...(b=1)"x" _, 


n-eo n! 
cuando |x| <1. 
>canmea Dy Lamocanmer 
t "Ey N r A 3, Á EN AS ct eiti 


entonces se puede aplicar el teorema de la me- 
dia aritmética dividiendo al numerador y deno- 
minador por n. 


ERER da ARGAE AA Pr! ll 


= lím 
kgg] 
Tehi 


mao a 


n 


-ald zzl- 


8. Teorema sobre la media geométrica 

Sea una sucesión {a} convergente. 

Si lím a, =R => lím da az'az...a„ =R 
n n—. 


Ejemplo 
Calcule 


lim 9/2-93-Y4-I5..."Yn+1. 


N-$0 


Resolución 
Se observa que a =3/2; a) = 3⁄3; a} = Ya; e 
E 


aYa+1 > lím an = lím (n+) =1 
n=: 


an = 


Luego por el teorema de la media geométrica 


` sẹ tiene 


; Y2+p+ 3+ + LE 
Calcule lím 3 5 n+l 


2n +33 


n—. 


Resolución 


Como la sucesión y na converge a Ya ; 


n+l 


lím Y. 


pues lím 3 
Te Jy 


n= 


Sir>1 => lím r” =+% 
X> 


Ejemplo 


b. 


(5)> 


9. Teorema del encaje para sucesiones 


7 
lím (7 = +%, puesto que r = 
næ 15 


Sean las sucesiones {an}; {Cn}; {bn} tal que 
para todo ne Z* existe N>0 que cumple 
an SC, Sbp para todo n >N. 


Entonces lím c,, =L 


n—0 


siempre que lím a= L= lím b,, 


n=} 


Ejemplo 


Calcule lím Ya” +b" +c” 


n—>+ 
sild<asc > O<b<c. 


Resolución 
Elevando al exponente n ` 
O<a” se” 
n n +) 
O<b"<c 


0O<a"+b" <2c” 
Sumamos (c”) 


Asa ee < 3d 


Extraemos raíz n-ésima 


lim YW2-Y3 Ya ...“Yn+1=1 


Teoremas . 
a. Si0<r<l > ím r”=0 
X-+co 
Ejemplo 
n 
lím G) = 0, puesto que r = (5). 1 
neo \7 7 


Problema N. 1 


Halle el décimo término de la sucesión 
(2-5) 1-5) (5- EN hen 

3 9/12 27 
Resolución 


Busquemos una ley de formación con los térmi- 


nos de la sucesión 
fi ta t3 


(5) (3) G) 
(2! - 371); (22-32); (21-33); ... 


Notamos que los exponentes de la base 3 dismi- 
nuyen de 1 en I a partir de - 1, y los exponentes 
de la base 2 son dos unidades más que los de 
la base 3. 


tp=2*-3% 


Problema N.° 2 


¿A qué valor converge la siguiente sucesión? 


E = 
3" +2 neN 


Resolución 


Para hallar el valor de convergencia de la suce- 
sión, tenernos que hallar 


y e 
lím a,, = ím 
Nn-300 n—. gn +2 


Dividimos entre 3” 


27 +3 


En qn 


Yer <a” +b" +e” < 730" 
1 


> esta +b" +e” <3n-< 


h 
Como lím c= lím 3" «c=c 


n—p00 AS 
> lim Ya +b"+0c" =c 
n 3. 


X pes p z 
2 cd 
Dr 


> Proeievas Resuettos 


= lím 
n=» 1+0 


3 
Por lo tanto, la ación > L 
; +2 naN 


converge a cero. 


Problema N.° 3 


- Sea fa, } una sucesión de modo que 


1 al 
l l 
i de =) =] 


Hatle el valor de convergencia. 


Resolución 
Se tiene la sucesión 


= V2? +5n - 


Al calcular su límite 


imn +5n - V2n? +1) 


se obtiene la forma indeterminada «e 1 oo, 


m? +1 


Racionalizamos la expresión para levantar la 


indeterminación 
lím (Jan? +5n - y2n? A 
n+ Ji- + + 


y2n? poa -2n? T 
n E 


= lím 


Ri 7 +2 


cannea py vamocanner 


HA ERE i5. 
Fi + AE E 


Factorizamos n 
a(5 = 1) 
5 n 
= lím a 
AS infos! 
n n 


Simplificamos n 
A A 
' n+ 5 1 42 + 2 
n 


Problema N.° 4 


Determine el valor de convergencia de la suce- 


n 
sión Ea | , 
n! neN 


Resolución 


Para determinar el valor de convergencia de la , 
sucesión (a, ), aplicamos el criterio de la razón 
para sucesiones. Para ello tenemos que calcular 


lo siguiente: 
107+! 
lim n+l lím (n+)! 
n>» Ap n>» 19" 
n! 


Aplicamos producto de extremos entre produc- 


- to de medios 
107+*l. 21 10” -10-n1 
= lím 


= im — = lim A 
n+>(n+1)1-107. r>==(n+1-n!:107 


Simplificamos 


lim a 


O Ri AN 
i a AI 
f EEP Dra , 


Si P. gs [ i e Pa NAS. 
os is RE. A: EET aa Lay 


AT NnF +n +t + 
ii I +5n-[2n+1) - 
T arean +Sn +22 +1 


5n-1 


= ím | 
pq Jan? + 5n + Jan? +1 


Problema N.° 5 
Sea la sucesión definida mediante 


a= V; an = 2+ an 


¿Qué podemos afirmar? 


A) a, converge a0. 

B) a, es decreciente. 

C) a, está acotada por 1. 
D) a, no converge. 

E) a, converge a 2. 


Resolución 
Por dato 

a, = V2; An = y2+4,_; 
Es decir 


{an} = =(v2; V2+vV2 BIET 2+V2;. V2+4/2;... 


Notamos que es una sucesión creciente, es de- 
cir, (a, ) es monótona. 


Probemos por el método de inducción que es 
acotada por 2; es decir 
a,<2,VneN 
=yY2<2 
Supongamos que a,, < 2 
En lo anterior, sumamos 2 


a, +2<4 


Tomamos Y 


Jan +2<2 
Sa aaa 


Luego, la sucesión (a,] es acotada. 
Como la sucesión [a,,) es monótona y acotada, 


entonces se sabe que es convergente; es decir, 
existe L e R tal que 


n>+n+1 


Como L=0<1, entonces la sucesión ka 
n! JneN, 


converge a cero. 


En la ecuación de recursividad 


ap = y/2 + 4-1 


tomamos límite 


lím a, = ím /2+ a,n; 
n- 


n= 


lím a, =L 


n= 


- Capítulo XII: Sútesiones b 


A y A 
.- o NA E ' EDA 


Elevamos al cuadrado 
P =k+L 
L-L-k=0 


Por fórmula general para ecuaciones cuadráticas 


a DES ED? MEA 


lim a, = [lim (2+ a») AD 
14 41+ 4h 
lím a„ = (2+ lím a, L: A 
N$-30 y M-a 2 
L=v42+1 (L>0) Como L>0, entonces 
Elevamos al cuadrado L= Iento A 
Ly = 2 + L 
de donde L = 2 Por lo tanto, la sucesión {un} converge a 
Por lo tanto, la sucesión [a,) converge a 2. 1+/1+4k 
2 i e 
Problema N.°” 6 
Problema N.° 7 


Sea la sucesión (u, |, donde 


Un = YR+ US R>0 


En la sucesión de números reales 


20,25 + x? 

Suponiendo que la sucesión es convergente, Xk+ -p 
calcule el valor al cual converge. i 

para k=0; 1; 2; ... 


Resolución 
Como la sucesión {u} es convergente, enton- 
ces existe L e R tal que 


se sabe que x¿=4,5. Halle x;ps. 


Resolución 
fai cio Por dato se tiene la ley recursiva 
e (4,5)? 
Por dato, Un = Jk+ Un 20,25 + 
Xka] a Y =4,5 
. Xp 
Tomamos límite 
lím üp = lím Jk+u,, Parak=5 
E ii is (4,5) + x2 
p == ai A E 
lím tpa = [Mm (R+ tn) 2x; 
Jl =o ria 
— ANA as 
limu. = k+ limu. mE = y A e E 


no. Y pa 


L=4R+L a L>0 


cannea py vamocanner 


Para k=6 
$ 2 2 
-aS +x UNA 
| 2x6 2(4,5) 
=4,5 


Notamos que se obtiene el mismo valor; es de- 
cir, la sucesión es constante 


ap=4,5; VReZ; 


X10s = 4,5 


Problema N.’ 8 


Sea (a, ) la sucesión cuyo término general es 
An = Yn+1-Yn. 
Analice su convergencia. 


Resolución 
Para analizar la convergencia de la sucesión, se 
tiene que hallar el límite de la sucesión. 


Por definición, el límite de una sucesión se de- 


fine como el límite de su término general; es 


decir lím a, 
nos 
En el problema, lím a, = lím Yn+1-Yn) 


n-—.e næ 
tiene la forma indeterminada =% + œ 


En el límite hacemos a=Y/n+1 y b=Yn 
nn. Inii -Jn 
noe Yni +Yn+1Yn +Yn" 
| 1 1 
MY T 
n+1+Y1+1Yn +Yn 


Por lo tanto, la sucesión (a, | converge a 0. 


n y. 00 


Ar) 


Xg = 4,5 
E 2 
E pios 
Problema N.’ 9 
Sea la sucesión 
1 3 5 
=0; a =l; B= 4 =7' ang 
11 a 21 m 43 
6 "3 "5 


Halle el punto de convergencia de la sucesión 


fan}. 


Resolución 
Analicemos los primeros términos de la suce- 


sión 
į F 
3 5 mn 
4 8 


Multiplicamos por 3 y lo dividimos entre 3 


1 3, 9. 15, 33, 
035 4 8' 16' =} 


Le damos forma 


ij 2+, 2-1 2+1, 2-1] 
E A E 


De aquí deducimos al término general 


y-2 
=> 2+(5) ; n22 


Para hallar el valor de convergencia, tenemos 
que calcular 


Y? 
=í 
Eo o, img 2+(5) 
=12+01=3 
3 


Por lo tanto, la sucesión (a, ) converge a 2/3. 


| 


CEN i 


NIVEL BÁSICO 
Determine el término n-ésimo de la suce- 
- sión | | 
(a =fr 123142. ah nel'. 
ds 3 6 10 
n sin es múltiplo de 4 
A) a, = 
) a; e Aa es múltiplo de 4 
2n- 
n — sin noes múltiplo de 4 
B) Un = ] n a 
———— sin es múltiplo de 4 
2n- 
n si n es impar 
GC) a, = 
) an i si n es múltiplo de 2 
n +n 
n si n es múltiplo de 4 
D) a, = 
) ap 3 E si ri no es múltiplo de 4 
n*-n 
n  sinespar 
g, = 
E). an k. si n no es múltipio de 2 
nf +n. 


indique verdadero (V) o falso (F) según co- 
rresponda. 


i 3n+5 Y" 
I. La sucesión 3 es acotada. 
n=l 


H. La sucesión (=2) es acotada. 
n neN 


IM. La sucesión | ds Jes acotada inferior- 
senn 
mente. 
A) VVF B) VFV O VVV 
D) VFF E) FVV 


Eir E 
Pe ASEPE 
AIER E 


3. 


AS 
ALO 
A 

ueira a 
¿DY Y 
a 


4 


AAA EET T DE O ESE” a 
P A A CA E x el EE a “o >: é 
A O: ' + D Ai 

fa T i ; de A 
ý e j= ERA eire: A N AE 
Efed ERE, ó E pa > ¿ 
pl ei e SEAIS i 


A. 
"we 


ER y 
ASA 
4 
JPA 
PIÑA : 
TON a 


$< 


Determine cuál de las siguientes sucesiones 
es monótona. ` 


psss | 
sig y” 


A, (o; 2/2; 3-43; 2; 5-y5;...) 


IL. (2; Ya; Ya; Ys; Y6; ...] 


C) solo ll 
E) Iyl 


A) todas 
D) Iyi 


B) solo l 


Indique verdadero (V) o falso (F) según co- 

rresponda. l 

I. Toda sucesión acotada es monótona. 

ll. Toda sucesión decreciente de términos 
positivos es acotada. il 

Ili. Toda sucesión creciente de términos 
negativos es acotada. 


C) FFV 
E) FVV 


A) FVF 
D) FFF 


B) VFV 


Respecto a la sucesión siguiente: 
E 3. 7,1531, | 

5 11 23 4795 
indique verdadero (V) o falso (F) según co- 
rresponda. 
| gra 
3x2" +n-2 
ll. Es una sucesión acotada. 


I  Eltérmino n-ésimo es a, = 


IH. A partir del sexto término son mayores 


que 2 
61' 
A) FVF B) VFV C) FFV 
D) FFF E) FVV 


Sn izr Arr Aa ML y "hs 
a T EAN, 


es 


. E 


6. En la sucesión de números reales 9. Determine el número de sucesiones monó- 


_20,25+x% 


Xp] = $ parak = 0; 1; 2;... 


se sabe que xs = 4,5. Entonces, ¿a qué será 


igual XxX 105? 
A) 4,5 B) 4,55 C) 4,555 
D) 4,5555 E) 4,55555 


7. Determine el término n-ésimo de la siguien- 


te sucesión. 
ELL.) 
4* 7° 10' 13' 16' 
+1 
A) 4=2=;neN 
3n+1 2n+6 
10. Dada la sucesión (a,) tal que a, > 
2n-1 
B) a, g e; neN i entonces determine a partir de qué término 
2 
2n-1 a -3| <0,005. 
O =p ne ” 3 
2-1 A) 265 B) 266 C) 267 
D) ar neN D) 268 E) 269 
n-1. 
E) Can 1 neN 11. Respecto a la sucesión 


(42; V24 42; 2+ 42+ 42; AJ 


7 i i i i 
8. Determine cuál de las siguientes sucesiones indique verdadeio (VJ 6 fálso (E) según có- 


PER rresponda. 
Es + . I. Es una sucesión monótona. 
n+s IL. Es una sucesión acotada. 

i | eal à III. Existe un término que supere a 2. 
fn A) VVF 
m. {9r} B) VFV 
C} VVV 
A) todas B) solol C) solo ll D) VFF 
D) Ly II E) Ly! E) FVV 


NIVEL INTERMEDIO 


12. Halle el término general de la sucesión 


13. 


14, 


(5-2 E, | 
12 39 S4 E T 


(9 (4n -1) 


A ah 


| (Ey (4n—1) 
20 n-iar) 


_ En En+1) 


as n(n +1) 
Ey (2n+1) 
207 aa 
n-1 
E) or (Y) (4n E 1) 


R (2n-Mín+1) 


Sea fap} una sucesión de’ modo que 
n 
n+3 


l 
modo que |a,,,; -an| < z 


A) 14 
D) 17 


B) 15 C) 16 


E) 18 


Dada la sucesión (a, | tal que 


a, = 360 Y üna = 60 + a,,; VneN, 


indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 


l 4¿<Gn VneN 
ll. a,<4; VneN 


ill. lím a, =4 


N—=+> 
A) VVF B) VVV C) VFF 
D) FVV E) FFV 


. Halle el menor número n de 


O LS ON TITS a Frin 

E at ARE b a Manh aa aE ES 

Ps ne 7 eir TAE. 

Capítulo XXIl: Sucesiones... 

Saas A R A o 

S OR VA EN ES A EN 
rd L krise » ORN 


IA 
A 


15. ¿A qué valor converge la siguiente sucesión? 


16. 


17. 


19, 


n 1, 37,1735, 
5' 25° 125° 625' '" 


C) 1/5 


A) 0 B) 1/2 
D) 1 E) 4/5 
Sea la sucesión 


i i A R, 
a =0; a=ta=> qT 45=5 


Entonces la sucesión (a, ) converge a 


C) 2/3. 
mea a 


A) 7/12. 
D) 1, 


B) 5/8. 


Considere a >1 para calcular el valor del si- 


guiente límite. 
a” +n 


n= gq" 42 


B) a” e 1 


E)' a/2 


A) a 
D 1/2 


. Calcule el valor del siguiente límite. 


n_n 
lim £ 2 


N-=+ +00 n 


C) 2/e 
E) +~ 


A) 0 
D) 1 


B) e 


; ni 
Sea (a, ) una sucesión de modo que a, =—ñ. 
n 


Indique lo correcto. 


A) Converge a 1/2. 
B) Converge a 1. 

C) Converge a cero. 
D) Es creciente. 

E) Diverge. 


E 
Eeit 
KEA 
IS 


E 


E 


E E e A STALA AN 


20. Se define la sucesión {a„} de modo que 


21. 


201220 bn 4] 
20122012+a , 1 


n= 


¿A qué valor converge dicha sucesión? 


a 2011 


m 
2012 


A) 0 B) 1 


1 


D E 
) 2012 ) 


Determine el límite, respectivamente, de 
cada sucesión. 


PEG- 


— n 

LAA 

alo 

pE 

— 
l 


PEDI- 


IH. (nsen l 2)- [sent 2sen= lens. . 
A E 3 

A) 0; žo B) 1; +%;1 C)0;e;1 

D) le; 1 E) 0;+00;1 


. Sea la sucesión (a, ) convergente tal que 


=/6++/6+.../6 


n radicales 


Determine el siguiente límite. 


lím antl 


n+ 1 -an+ 


B) 2 c) 2 


E) 1 


A) 3 
D 3 


23. 


24. 


D) VFF 


Determine el valor de convergencia de la 
sucesión 


Pao 


5' 5' 17" 26 37 
A) 1/3 B) 0 C) 2 
D) 1/2 E) 1 


Determine el valor de veracidad de las si- 
guientes proposiciones. 


n 
I. La sucesión e) converge a e°. 


nè 
IL. La sucesión Es a converge a cero. 
* 
lll. La sucesión ;— gr es divergente. 


C) VVV 
E) FVV 


A) VVF B) VFV 


Respecto a la sucesión de Fibonacci 
(a,)=(1 E 2 3; 5; 8; 13; ...], 
indique verdadero (V) o falso (F) según co- 
rresponda. 
I. La forma recurrente de la sucesión de 
Fibonacci es ap+2 = an + 0,1 Si 
ne N a a¡=1. i 


Il. 4+4),+43+...+ 4 = ar42- 


IM. Jim 22 = 1445 (número de oro) 
AA+ An 2 

A) VVF B) VFV C) VVV 
D) VFF E) FVV 


Capítulo XXII: Sucėsiðńes 
A a A E A 


20. Sea la sucesión 29. Sea la sucesión (a,) convergente tal que 


1 
4 = = 0; a = l; a = => as =3 an4 = (2a„)2 y QF v2 


Determine el límite 
5 11 21 4 
=’ = —' = —" = _—_——' Ra Km sen TU , 
as g’ ag 16' 32° ag 68' hj ( n+2) 
¿A qué valor converge la sucesión [a,, Y? A) 3 B) 2 c) 0 
D) 1 E) -1 
7 B 5 i 
A) 12 ) 8 ©) 3 29. Determine el valor de convergencia de la 
sucesión 
da ss TE 
5 5' 17' 26' 38 
. Determine el límite, respectivamente, de A) 1/3 B) 0 C) 2 
cada sucesión. D) 1/2 E) 1 
+00 
(BN [5 2, s, ql 81, ~} 30. Determine el valor de veracidad de las si- 
. n=1 24 8'16' guientes proposiciones. 
y“ 
$ (2) E): (+): L La sucesión (a) converge a e°. 
g’ 3 , 4 , 5 yo. | n l 
senn sen2 sen3 sen4, El in 
)- (sent | ĮI. La sucesión converge a cero. 
DA Ei 3" 


III. La sucesión e . es ind 
A) 0; 21 B) l; +œ; 1 C) +08? 1 

A) VVF B) VFV C) VVV 
D) +œ; e71; 0 E) +0e7%0 D) VFF E) FVV 


ha 


j p Y AO ; 
ER ATRA E TE a R Sai 
r$ 


2. 


Capítulo XXIII 


“Conocer a comensda o divengenci de una se. A AE A 
Calcular la surna de series. convergéntes. 00 ooo a f TA OT. 
* Aplicar los criterios de convergeniela para serte. i e ae Nia da T at A 


1. Preliminar = Definición 


Una forma de sumar una lista de números es for- Sila sucesión (S,) de sumas parciales no con- 
mar subtotales hasta agotar la lista. Análogamen- verge, se dice que la serie diverge. 
te para dar sentido a la suma infinita 


$=0,+43+03+04+ ... Ejemplos 
r r n 
es natural considerar las sumas parciales l. Demuestre que la serie $ es convergente. 
Ay; A+); A, +09+M3; 0 +09+03+0g; ... ¿13 
Si es posible asignar un número a la suma infini- Resolución 
ta, es de esperar que las sumas parciales > . La sucesión de sumas parciales es 
Sy=40/+03+03+04+ ... +0) l 
tiendan a ese número cuando n crece arbitra- 3 
riamente. En consecuencia, una serie es una E 3 A 
adición de infinitos sumandos. is 33973 
a, +4, +43 + a4 +... = Y a, s=1,1,1-B 
di 3 9 37 Y 
La suma parcial de la serie es 
Sy =Q +03 +43+04+...+ 0 È A Lado 
=o a 3 +44 iğ ak n 3 9 ai gn 2.3" 2 2.3” 


2. Convergencia de una serie 


Es claro que lím S, = lím Ei 1 
La serie es convergente con suma $ si la suce- 


nz. n-30 


sión de sumas parciales (S,, A tiene límite S; es Luego, la serie es convergente y su suma es 
decir, cuando lím Sa = lím Ya =S L o la serie converge a 1 
n-— +. k=l ` 2 2 


Capitulo XXIII: Series 


Determine la convergencia o divergencia En esta escritura telescópica vemos que la 
m k n-ésima suma parcial es 
de la siguiente serie Y (- sen— ) 


£s + I 1 ) 
2n-1 2n+1 


sG- 


E o a 


Resolución 


Como 
R a 
Š (-sen*) = YD 
hal 27 ka 


ios 


Vemos que la sucesión de sumas parciales es 
-l; n impar 
0; n par , 


Como la sucesión (S,,) no tiene límite, la se- 
rie no es convergente. 


3. Serie telescópica 


Una serie de la forma 
(bi -b)+ (b,- b)+ (b3 - ba)+ Yo, Bret 


se denominará serie telescópica. 


Como la n-ésima suma parcial de la serie es 
Sp =b- Dp+1 se deduce que una serie telescópi- 
ca converge si y solo si b,,.,, tiende a un número 
finito cuando n — >», 


Además, si la serie converge, su suma es 
i+w 


Ejemplo 
Halle la suma de la serie y 
naj 4n? —] 
Resolución: 
Descomponiendo parcialmente en fracciones 
2 2 1 l 


i ÅĀ—— I o e  — 


pe ae (2n+D(2n-D 2n-1 2n+1 


cannea py vamocanner 


Tk e 


Por lo tanto, la serie converge y su suma es l; 


es decir 
F. : = lím S, = lím (1-2)-: 
mán —] n>. n— . 2n+1 


4. Propiedades 


Dadas las series convergentes 
Y a=Ay Y ke=k, 
nal n=l 


se cumple lo siguiente: 
a. Ya, =A 
n=] 


b. Y (a, +k,)=4+K 


n=l 


e Y (a,=kn)=A4=K 


n=} 


d. È Oa -Bkn )= A A-BK 
al 
(linealidad de las series) 


5. Teorema del límite del término 
general de una serie convergente 


Si la serie Y a, es convergente 
nal 


> lím a, =0 
n-—30 


Demostración 


Sea Y a, = = lím S, =L. 


nal 


Nw 


zs E TRAS ETA FT 
E EC e E EAS > da 
sf > M 


Entonces, como 
Sn=Sn -1+4, y lím S} = L, concluimos que 
n=% 


= lím S,, = Um (Sp-1 + 4,,) 


Nn—=% 


= Uma Sa] + lím 1 dp = £+ Um an 


6.2. CRITERIO DEL COCIENTE 


Teorema 


Sea Y a, con a, >0 y lím Íatl= ER 


n=l ne An 


+ SiL <1, entonces la serie es convergente, 


II TUA de LT INN Un 
N-3 0 


Entonces lím a, = 0; es decir, la sucesión {a} 
n% 


converge a cero. 


6. Criterios de convergencia 

6.1. CRITERIO DEL TÉRMINO GENERAL PARA 
LA DIVERGENCIA 

Si la sucesión {a} no converge a cero; es decir, 


si lím a, +0, entonces la serie Sa, diverge. 
n-a 
n=1 


Ejemplo 


Analice la convergencia o divergencia de la 


Resolución 
Se tiene 


lím n! niei 1 
n=» 2n!+1 = lim 2n1+1 2nt+1 


l ] l 

= lím -| l-——— |=- # 
ím 2nl- il zrs 

Así pues el límite del término general no es cero 

y, en consecuencia, la serie diverge. 


»  SiL>1, entonces la serie es divergente. 


= — SiL=1, entonces el criterio no afirma nada. 


Ejemplo 
k 
Demuestre que la serie Y y es convergente. 
k=l 
Resolución 
gk 
Sea ap = y 
gk+l 
iim At! = lím +D! Di 
k! 
+l 
s eri i a 


ar TiD po REÍ 


Por lo tanto, la serie dada es convergente. 


6.3. CRITERIO DE LA RAÍZ 
Teorema 
Dada la serie Y' a, 

k=l 


con (dj 20 y Jm yar =LeR 


«  SiL<1, entonces Y a, convergente. 
k=1 


+  SiL>1, entonces Y az diverge. 


.«  Si£L=l, entonces el criterio no afirma nada. 


es 


Scanned by CamScanner 


ARES A O E 


n PhoBLEMAS RESUELTOS 


pa NA PA 


POORTE S E AELE A 
Problema N.° 1 f Problema N.° 3 y 
Halle el valor de la siguiente sumatoria. Calcule la suma de la serie i 
Y (v2i+1-vV2i-1) A 
i=l E n(n+1) 
Resolución 
En la sumatoria consideremos Resolución 
a; = V2¡ +1, entonces a; = V2i -1 Hallemos la suma parcial de la serie 
Reemplazando en la sumatoria se obtiene la re- Sy = I 
k(k +1) 


gla telescópica k=l 


40 
i 
(a; — aj-1)= 44 — AX. le: MA + ] 
> 12°23 34 7 an+) j 
= v81 -V1 
a AAA Or DES 
inii TE NE E E a | 
40 
a Y (V2i+1-42-1)=8 i 
i=l = 1 6 
n+1 
Problema N.° 2. Por definición 4! 
Halle el valor de la siguiente sumatoria. << | 
43 S —— >= lím Sa 
Y Y (ij-1) Enín+1) N—=+0 
¡=1j=1 ss | 
= lim Y» —_—= 
Resolución nto pmi k(k+1) 
Nos piden hallar | 
1 
4(3 a(3 3 = lím. (1-5) | 
ADD A ma ds y 
pi \ j=l i=l\j=i j=l o l ' 
> =] 
sfa E n(n+1) 
=Y:Y-20 
E En í 4 Es decir, la serie converge a l. | 
= Y (6i -3) = 6 Y ¡- Y'3 | 
i=] fal i=l 
Problema N.° 4 i 
= 6(10) - 3(4) = 48 | 
ai Halle el valor de la siguiente suma. À 
LZ (ü -1)=48 RIA l 
i=]j=l 3 9 27.381 
Resolución Problema N.° 6 


2 3 4 
1 l 1 1 
Sea S=1+3+|7] (5) G) +... 


Es una serie geométrica de razón 3' Luego, la 
serie converge, además 


seh st 

E VB AE NY a 
| 3 
1 3 

> seg =p sag 
3 


Analice la convergencia de la serie 

boo f. T 
Ynsen|= |. | 
n= ii l 


Resolución ' 
Diverge, pues 


: T 
lím a, = lím nsen (z) 
N-—++0 no n 


Problema N.° 5 
Halle el valor de convergencia de la serie 
E-E 
—+— + + 
Ha a a 
Resolución ; 
Se sabe que 
t oS ai 
A E 
ió CT o . 
e  Six=] 
o AA A A. > 1 
ea 3d sl 
.  Six=-1 


EA 
TH 21 31 41 5! 


Sumamos estas dos últimas igualdades 


å 2.2 
=D E a e TAa 
AR 
1 k E 4 
ere" =2l+—t—+—<+.. 
2! 4! 6! 
mt: LL. e+e” 
- — =- = 
21 4! 6! 2 
>cuanmea Dy LCamocanmer z Ñ 
A E ; es 
COREA a 
Problema N.* 8 
Halle el intervalo de convergencia de la serie de 
potencias 
+= n 
Y 3(x-2)". 
n=0 ` 
Resolución 


Para x + 2, sea a, =3(x-2)" 
> apy =3(x-— gr 
Aplicamos el criterio de la razón 


im (Lal tim 


>+ 


=n+0 


Problema N.° 7 
Analice la convergencia de la sefie 


EAE 


n=l 


Resolución 
Aplicamos el criterio de la raíz. El término gene- 


les an= (55) 
+1 
Luego 
n 
um a= 1n a) 
n 
= lím (43) 
na n+1 


n=l nN 


+00 +00 
I. Si Y a, es convergente y Yb, es divergen- 


n=l n=l 


+oo 
te, entonces Ý (a, + bp) es divergente. 


n=] 
A) VVV B) VFV C) VFF 
D) FFF E) FVV 
Resolución 
l. Verdadera 


Por definición de convergencia de una serie. 


+20 
IL. Si Ya, es convergente, entonces lím a, =0, 


AA 


= lím lx-21=lx-2l 
N+ 

Según el criterio de la razón, la serie converge si 
Ix-2|<1 

Es decir 
-I<x-2<1 ' 

de donde 
l<x<3 


Por lo tanto, la serie converge si xe (1; 3). 


Problema N.’ 9 


Indique verdadero (V) o falso (F) según las si- 
guientes proposiciones. 


00 


I. La serie Y a, es convergente si y solo si la 
n=1 


sucesión (S,) de sumas parciales es con- 


vergente. 


NIVEL BÁSICO ' 5. 


Calcule el valor de la siguiente serie. 


+ l 


2 (2 — 1)(2k + 1) 
A) 1 B) 1⁄4 © 2 
C) 3/2 E) 1/2 
Dada la serie 
E 3 
calcule el valor de VS. 
3 2 2 
E ¿A cj s 
A) J ) 5 3 
4 
D 2 E) = 


ll. Verdadera 


+os 

Si la serie Y a,, converge, entonces la suce- 
n=] 

sión de sumas parciales {Sn} converge, es 

decir 


, 3LeR tal que lím S, =L 
N-y+00 
Además se sabe que 
an = Sn Sn 


Luego 
Ám a, = „ím n (Sh 


N—++ 


-= Sn-1 ) 


= lím Sa- lm S, y 


N ++ 
=L-L=0 


lll. Verdadera 
Se sabe que 


+ toe +00. 
b,)= Y a, + Tbn 
n=} n=] 


2, (an+ 
n=l 

converge diverge 
diverge 


jaye - 
TER Sura 
areni 


2 — PhogLemas F PROPUESTOS 


Indique verdadero (V) o falso (F) según las 
siguientes proposiciones. 


7 an converge 
ni 4n? +1 
is 
y Far E Gis 64 
Ill. y i: diverge 
A(n +1)! 
A) VFV. B) FVF C) FVV 
D) VFF E) VVV 


Si la serie Ya, es na ai: indique ver- 
n=] 
dadero (V) o falso (F) según las siguientes 


A 
Dada la serie Y x“, cuyas sumas parciales 
k0 * 


son dadas por S,(x) = Y xt , indique la se- 
k=0 
cuencia correcta después de determinar si 


la proposición es verdadera (V) o falsa (F). 


l.  S,,(1) diverge cuando n tiende a «o. 


LS (3 Jeomerge a 2 cuando n tiende a oo. 


111. Sal 5 5) converge a 0 cuando n tiende 


ao, 
A) VVF B) FVF C) FFF 
B) FVV E) FFV 


Determine el valor de la siguiente serie. 


mt 1, EE 
4 16 64 — 
A) 4/3 B) 9/4 O 7/3 
D) 8/3 E) 5/3 
AN: E SSA $ E x 
Lumbreras Editores 
dd LE prp zaii AS Di 


8. Dada p sucesión (a, ) de modo que 


ln sin es par 
] NE 

— sin esim 
al in es impar 


halle el valor de convergencia de la serie 
+a 


PAL 

n=l 

A) 2+e+e” 
B) 15+e+e 
C) 2+e-e7 
D) 4+e-e” 
E) 0,5+e-e” 


9. Calcule el punto de convergencia de la si- 


guiente serie. 


al 1 2 l 
Eo -2f 


IL 


- afirmaciones. 
S(n+1 
$ | — la, es convergente. 
n=l n 


lím a, +0 
no 


n 
iil. Si S =} ap entonces {Sp} es convergente. 


A) VVV 
D) VFV 


k=l 


B) VFF C) FVV 


E) FFV 


NIVEL INTERMEDIO 


i | id el valor de la siguiente expresión. 


Pg + Ya - 239" de 


k=l 


k=0 


A) 0 
B) 3 
c) 9 
D) 27 
E) 81 


12. 


13. 


En un cuadrado de lado 4 se inscribe otro 
cuadrado uniendo los puntos medios de los 
lados de dicho cuadrado. Repetimos este 


. proceso indefinidamente. Entonces la suma 


de los perímetros de todos los cuadrados así 
construidos será 


A) 64(2- 42). 
B) 48(2- 4/2). 
c) 32(1+/2). 
D) 16(2+ 2). 


E) No se puede calcular. 


Indique verdadero (V) o falso (F) según co- 
rresponda. 


i 2+sen (n+1 > 
l. y Zren itU es convergente. 
ni á 3'+n 


+0. 


L y — Ho m y es divergente. 


15. 


16. 


17. 


e+1 e-l] "a 
A) =— B) —— — 
À y e? e? o l+e 
D) em E) £, 
l-e l-e 
10. Halle el valor de convergencia de la siguien- 
te serie. 
PS IA CR g 
2 8 48 384 3840 ` 
A) e” B) Je C) e/2 
D) Je -1 E) 1 
11. Calcule el valor de convergencia de la si- 
guiente serie, 
F p gp 
S Hatti 


B) 5e 


Calcule el valor de la siguiente sumatoria. 


E + zi) 


i=l | j=l 
A) 65800 B) 61 600 C) 65 000 
D) 62 800 E) 4410 
NIVEL INTERMEDIO 
Calcule el valor de la siguiente serie. 
co gn+l DY 
n=0 5” 
25 125 45 
A) 74 B) 4 C) 14 
95 95 
pai py 
D) ) 34 


Se construye una columna infinita de ci- : 
lindros apilados (cada uno encima del an- 
terior), donde el que ocupa el, Jugar ené- . 


21. 


IA A . ASA - 


a aa 


E Sne +4n 
. + ——— 85 divergente. 
E (2n+D(3n? +1) 
A) VVV B) VFV C) VVF 
D) FVV E) FFV 


14. Indique el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones. 

I. Sean a, >0 y b, >0. Si Y a, y Ybr son 
convergentes, entonces Y (a,b,) es 
convergente. 

Il. Si Ya, es convergente y a, > 0, enton- 


ces y Vn 


Oo‘ [Aa AA 


converge. 


n 
HI. Si Ya? y Y bf son convergentes, enton- 
ces Y (a, +b, Y es convergente. l | 
1 
A) VVF B) VFF C) VVV 
D) FVV E) FFF 


e 


ON Capítulo XIII: Series 


A) 0,5 B) 1,0 EJ 15 
D) 2,0 E) 2,5 
Calcule el valor de la serie 

> 2n+1 1 

E cos| 3 Jsen( 7 ) 

n=] n“ +n n“ +n 


si se sabe que es convergente. 


A) sen(2) B) s 0) mil 
sen(2) sen(2) 

D) 2 E) 4 

Dada la serie de números reales 

y xi" É 

A nín+2)' 


¿para qué valores de x es -convergente la 
serie? 


A) xel0;) B) xel0;1] C) xel-1]; i 


r 


18. 


19. 


nea py Lamocarnmer 


simo tiene radio de base r, A y altura 


h,= T n21; ambas expresadas en metros. 


¿Cuál es el volumen total de la columna? 


A) 500r B) 1500r C) 1000r 
D) 250r E) 20007 
Halle el valor de convergencia de la siguien- 


te serie. r 
y log; ils . ) 
k=l 15 


A) logs3  B)1 C) log35 
D) ¡ogy15 E) log¡s 3 


Sabiendo que Y E e, halle la suma de la 
fea n! 


serie y p 
1 . 
E (n+1)! 
Mi RRA 
E ES AR 
Lumbreras Editores 4 
Y Ae Ay i, NEI 
MEARE A Aiai Ro 


24. Calcule el valor de la siguiente serie. 


S= 5 LPE LETE E 
123 233 343” 


A) 1/2 B) 1 C) 1/3 
D) 2/3 E) 2 
25. Sea la sucesión definida por 


n , 
bint = Bn +(3) , REN, donde b, =-5. 


¿A qué valor converge la sucesión? 


A) -1/2 BO 013 
D) 1/2 E) 1 


26. Si tenemos que 


Ss EIA A ¿q nl 
R 1x4 4x9 9x16 " nix(n+D?” 
calcule el valor de 

lim S. 

hurra 


22. 


23. 


)xe(-151 E) xel-11 


Indique verdadero (V) o falso (F) según las 
siguientes proposiciones. 


| y e nverge 
h AX 
ASS ais 
Il. — — diverge 
ro Ja 
+o 2 
UL Sn diverge 
n=1 gn 
A) VVV B) VFF C) VFV 
D) FVF E) FFF 


Halle la suma de la siguiente serie. 
274+94+3+1+.. 


A) 38,5 B) 39,5 C) 40,5 
D) 41,5 E) 42,5 


28. Si tenemos que ô 


Ja 
a,= Yap, Y iez, 
kal., 


además a¡=2, determine el valor de conver- 


gencia de 

S (a, y. 

n=] 

A) 8/3 B) 4/3. ©) 16/3 
D) 2/3 ` E) 5 


29. Si tenemos que 


-x= Şen e” 
i=0 


indique verdadero (V) o falso (F) según co- 


rresponda, 


+o 
L. Yx" es convergente. 
kal 


IL F — es convergente. 
j=l 
+00 xi 

iii O GN aa AA 


ALDO A yx. es e a aa 


A) 1/2 B) 1 Cc) 2 ¡al 
D) 1/3 E) 3/2 
] A) VVV B) FVF C) VFF 
27. Sea la sucesión D) VVF E) VFV 
An 4x2" | r = 1 E S 
9(61) : z 30. Sise sabe que HE calcule el valor 


Determine el valor de de convergencia de la serie Y May) 


(2n- 1? 
lím (Ea) 
m4 m n? z 
A= . L bad 
) 2 0 4 o) 6 
A) -1 B) 1 C) -2 T A 
D) 1 E) -1/2 DG DG 
| 
5 i ü 
LEJ 
n- Matrices 
Capítulo XXIV 
ASE incite matriciales. E e $ 
e" IO dr An. ' : 
1. Definición 2. Matrices especiales 


Es el ordenamiento de elementos en filas y co- 2.1. MATRIZ CUADRADA 
lumnas encerrados por paréntesis o corchetes, 


sl Es aquella donde el número de filas y columnas 


son iguales. 
columnas 
A: IRA | 
Au Ga Ai . Un 


2 Ay Qz «o Azm 
Á=| 43; Mz Qz .. Uy filas 


(anı Le Ba 0 Ban J Traza de una matriz 
Se llama así a la suma de los elementos de la 


diagonal principal. 
Notación Traz(4)=2+4+0=6 


A=(Aimxm con {ij} 041; 2; 3; ...; n) 
2.2. MATRIZ DIAGONAL 


Es aquella matriz cuadrada donde al menos un 
elemento de la diagonal principal no es cero y 
los demás son:todos ceros. i i 


Orden de una matriz 
Es la multiplicación indicada del número de fi- 
las por el número de columnas de una matriz. 


sá co, (2041 Epp 50 
Por ejemplo, la matriz A = A=l0 4 0 B= 
4 3 Sha í 00 
es de orden 2x3. E 
¿2 
z IF > i - Pos ; EE Ras ARAS E PAE SHE AS s eds m AS PEI Po RPP RIAS ~ 
A A | a aa 1147 je LA os a a >, z-i - : dE ni bi | 
: ; z: PE ASEE E NEAN i ES Eee Tae a e E di e Eae 
Si E Ms TU RO TA Ea gi ; OA ù 
2.3. MATRIZ ESCALAR 3. Igualdad de matrices 
Es aquella matriz diagonal donde todos los ele- Sean A=(a;)mxn Y B=(Bilmxn: 
mentos de la diagonal principal son iguales a un 
número distinto de cero. Decimos que las matrices A y B son iguales si 
400 T vij: a=b; 
À = 0 4 0 B = 
0 2 ; 
004 4. Operaciones con matrices 
2.4. MATRIZ IDENTIDAD 4.1. ADICIÓN DE MATRICES 


Es aquella matriz escalar donde todos los ele- Sean las matrices 
mentos de la diagonal principal son iguales a uno. A=(a;)mxn B=(b;)mxn- Definimos la suma de 


100 10 las matrices A y B como 
A=|0 1 0|=/ B= =] 
e 3 k 4 2 A+B=(a;tbi) mxn 
Ejemplo 
2.5. MATRIZ TRIANGULAR ti 
Sean las matrices 
Es aquella donde todos los elementos a un : 
lado de la diagonal principal son ceros y al lado de > 2d ) B= t 5 ) 
opuesto al menos uno no es cero, 0 1-3 642 


2 3 2 1 e diia 2+1 -3+5 447) (3 2 11 
A=|l0 4 B=IIM2 4|- L0+6 1+4 -3+2) (6 5-1 


LENO 0 
Triangular Triangular 
inferior bs 4.2. MULTIPLICACIÓN DE MATRICES 
2.6. MATRIZ NULA 4.2.1. Multiplicación de un escalar por una 


Es aquella donde todos los elementos son ceros. 


y TO eD 


u= 


000o 00 
A=slo000) B=l0 0) 


2.7. MATRIZ FILA 
Es aquella matriz de una sola fila. 
A=(3 2 0 Dira 


2.8. MATRIZ COLUMNA 


Es aquella matriz de una sola columna. 


4.2.2. Multiplicación de una matriz fila por 
una matriz columna 


Sean las matrices b 
bz 

A=(a 4943 ... an); B=] b 

bn 


Definimos AB=(ayb,+ayb)+09b3+ «es +44) 


Ejemplo . 
Si A=(3 2 6) y B=|6 
3 


> AB=(3(5)+2(6)+6(3))=(45) 


4.2.3. Multiplicación de dos matrices 


Dadas las matrices A=(4¡) mxr Y B=(Dj0)yxr defini- 
mos la matriz AB=(Cip)moxny donde el elemento Ci 
se calcula multiplicando la,¿-ésima fila de A por la 
k-ésima columna de B. 


Ejemplo 
Sean las matrices 


12 -10 2 
o (157) 
Siha 15 7h 


Cig Cia C 
a aB=| 1 G2 63 ) 
Cm C22 C23 Jaya 


e EA. VEA 


Y MUNUPpPacarmnos a Uña ¡Matriz por un escalar, 
cada elemento de la matriz queda multiplicado 


por dicho escalar. 
Ejemplo 


6 7-2 


Multiplicamos a la matriz : A ) por el esca- 


lar (- 2) 


cales loca 22) 4(-2) 
67-2) (6(-2) 7(-2) -2(-2) 


g ATA ss $ å e 
Ì KA E ARI T AI ES CAI ld ii 13 
e al | = tir i Er ad Per ES. g LT Se Pri TE a “rt 
PI A A do CI SA LS > eo 


Capítulo XXIV: Mátrices * 


ey NOTA ocre 
5 ‘Para poder muliplca A por B'ei número ` 
pS. . UE E eseri > T) 


Teoremas 


Sean A; B y C matrices para las cuales están de- 
finidas las operaciones de adición y multiplica- 
ción, k y r escalares. 


a. R(A+B)=RA+RB 

b. (R+PA=RA+rA 

Cc. RAJ=(RNA 

d. A(BC)=(AB)C 

e. A(B+C)=AB+AC a 

f. AB=0 no implica que A=0 a B=0 
g. AB=AC no implica que B=C 


Definiciones 

a. Si AB=BA, se dice que A y B son matrices 
conmutativas. 

b. SiAB=-BA, se dice que A y B son matrices 
anticonmutativas. 


o Somi — e ll is 


cu=1(- D+2(D=1 
ci9=1(0)+2(5)=10 
ci=10)+2(7)=16 


c2¡=3-D+4(D)=1 4.2.4, Potenciación de matrices 


C22=3(0)+4(5)=20 Sea A una matriz cuadrada yn e N, definimos 
C3=3(2)+4(7)=34 q As si n=] 
D JAB 110 16 A A-A... A sin>2 
3 Bl š 20 coi n veces 
291 
PO RO 
Lumbreras Editores 


2 3 -1 
Sea la matriz A=| 2 3 0 
: -10 4 


Ejemplo Ejemplo : ' | 
| 


. ba Y nf » 
E o ılo 1) lo 1 Vemos que A=Af; entonces A es simétrica. 

1 11 2 ta 

. "E z F ii : P i 
A sA -fo lo le i) 6. Matriz antisimétrica 
| 1i 3 1.4 Es aquella matriz cuadrada A que cumple con 

+ AŻ=AA = = la propiedad 

0 1/0 1 0 1 

n_[f1 n + 
> HO Ynez 
0 1 Ejemplo 
0 -1 -2 
4.3. TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ Sor ama a 4 s z 
La transpuesta de una matriz A denotada por 
A' se obtiene transformando todas sus filas en 6 2 TP 
columnas. donde A=|4 3| > A'= 
. 10 $ 230 
Ejemplo 
62 Vemos que A'=- A 
41 
Sea A=|4 3| > Af f h 0) Entonces, A es antisimétrica. 
10 
Propiedades 
Teoremas Sean A y B matrices cuadradas de orden n. 
a. (AŁB)'=A'+B' al 
b ' ry a. sig=4+ — B es simétrica. | 
. {A J =À ; 


lg at, i A 
c. (RAJ=RA'; k es escalar b. SiB= AE > Bes antisimétrica. 


d. (AB=B'A' 


5. Matriz simétrica 


e 


c. Toda matriz cuadrada Á se puede expresar 
como la suma de una simétrica y otra anti- 


Es aquella matriz cuadrada A que cumple con 


la propiedad 


Problema N.° 1 
Si A= (aj) 


p3 €S Una matriz definida por 
x 


e i+j si i=i 
lg sii#j 


halle la suma de los elementos de la matriz. 


Resolución 
Por dato, A es una matriz de orden 2x3; enton- 
ces A es de la forma 


ano ar a) 
a32 13 lg 


doy 
Utilizando la definición de aj se obtienen los 
clementos de la matriz 


ao 1-2 


9) 
21 2+2 2-3 0x3 


Ti 2 3) 
2 456 2x3 


Por lo tanto, la suma de los elementos de la ma- 
triz A es 19, 


Problema N.° 2 


Calcule el valor de (3x'+m=+n)" + p* si se 
sabe que 


a E 


IAEA S, 

v Is - ‘ 
ARES f 
"ur Y 


y 4 
aei $ 
varaia iks 

Ay 
dose 


simétrica; así: 
t Al 
Ai A+ A $ A-A 
2 2 


a — yu 
simétrica antisimétrica 


1 $ e 
AR AA 


PROBLEMAS RESUELTOS 


T 
EIES 


Por definición de igualdad de matrices se ob- 
tiene 


1 

=+x=1l1,2=p A l+x?=m a 2x=n 

xX rr e 
men=x"+2x+1 


] e 
Como Pa +x=1, entonces multiplicamos por x y 


obtenemos 


*-x+1=0 


Multiplicamos por (x+1) 


(x+D(?-x+D=0(x+1 
Sooo aao“ A — 
3x+1 0 


de donde x*=- 1 
Nos piden calcular 


(3x5 +min)” +p? 


me” 2 
al rra +24 
wen ad 
(-)5 


2 
=(-3x +x? +2x +1) +16 


š 2 
=(x?-x+1) +16=0?+16=16 


Problema N.° 3 
Sea A= (aj hia una matriz definida 


a 0 si ¿25 
ds AN 
Halle la matriz 41%. 


Resolución 


Resolución 
Operamos el dato Como A es una matriz de orden 3, entonces 
a i a 2 a 
zex Trx -{ = A=|a) dy 43 
2 yn a3) Q32 a33 Jaya 
Ei 
y 293 
A ER SE We S, a PES na j E SETETE S i y x ; y j 
akg a si noys poned e 
Utilizando la definición de ay se obtiene A? = AA 
011 2 
A=lo0 0 1 (1/3) 0 0 13 0 0 
0.00 =| o (9 20m po 1⁄2 1 
0 0 (1/2 0 0 1/2 
Hallemos algunas potencias de A 
0 1 10 1 11 (0 11 (113% 0 0 
2_ = Æ 
A“ = AÀ = 0 0 l 0 0 l = 0 0 0 m 0 (112 3(11/24 
00 00 0 0) 10 0 0 3 
0 o (12) 
0 1 IYO 1 1 
A=AA=|o0 0 ofo 0 1 De aquí deducimos que 
0.0 0x0 0 0 : 
3 y 0 
mole Aro o (20 1000(1/2) 
=|0 0 0|=0 (matriz nula) ; 1000 
0.00 0 0 (1/2) 
Nos piden 
A10 _ 4BAW 04% 0 Problema N.* 5 
Sean las matrices 
Problema N.° 4 a=; P y a-(: 4 
1/13 0 0 1000 Ss 1 e 5 
Halle el valorde| 0 1/2 1/2 tal que AB = BA. Calcule el valor de (a +c). 
0 0 192 
Resolución 
Resolución Por dato 
Hallemos una ley de formación para las poten- AB=BA 
13 0 0 
R : 
dted=l o 12 12 eemplazamos las matrices 
0 0 12 2 -IYa 1 a a 1142 -i 
3 Ile 5 ec 53 1 
A? = AA 


13 0 0113 O 0 
=|0 12 12ļ|0 12 1/2 


O 0 t1010 0 19 


Multiplicamos cada lado 


2a-c 


3a+c 


-3 
8 


H 


2a+3 -—a+l 
2c+15 —<+5 


) 


AA 


Mi 


(13? 0 0 
=| 0 (12? AV 
o o. qm 


Por igualdad de matrices se cumple que 
-3=-4+1 A B=-Cc+5 
a=4 a c=-3 


a+c=4-3=1 


Problema N.* 6 
151 
Sea la matriz A=|0 2 7 
0.03 


¿Cuánto es la suma de los elementos de la dia- 
gonal de A!% 


Resolución 
Hallemos una ley de formación para las poten- 
cias de A 


Y 15 39 


o 0 3 


De aquí deducimos una ley de formación solo 
para los elementos de la diagonal principal 


1 g A 
APL = 0 210 # 
o o 3% 


“Por lo tanto, la suma de los elementos de la dia- 


Problema N.* 7 


En un antiguo texto se encuentra la matriz 


lx 0 
A=|0 0 yl y el producto 4?A!; de este, la 
00 z 


z6 
2 |. Halle la matriz A. 
—] 


última columna es 


Resolución 
Por dato 
ES E + 
A=|0 0 y 
0 0z 
Entonces 
IT æ oll xx 0 
A’ =AA=|0 0 yll0 O y 
0.0 zl00 0 z 
EIA 
= 0 yz 
z? 
También 
lx xy[1 0 0 
APA =|0 0 yzllx 0 0 
ze 10 y z 
x+1 xy xz 
=| 0 yz yz 
0 yz? z’ 


gonal de la matriz A!? es 


119 ¿219 , 310 2141024 + 59 049=60 074 - 


RESE o s I O o S 
A SEEN, ; PRO a 
Lumbreras Editores 
Es decir 
: YE E 
z*`=-] a y2=2 ^ xyz=-6 
==] a y=2 a  x=-3 
Luego 
lx 0 1 -3 0 
A=|0 0 yj=|0 0 2 
00 z 0 0 -1 
Problema N.’ 8 


Indique la secuencia correcta después de 
. determinar si la proposición es verdadera (V) o 
falsa (F). 


I. 


tl 


Si A es una matriz de orden m x ny B es una 
matriz de orden n x?, entonces A+ B es de 
orden m x. 


es una matriz de orden 4 x 4, entonces exis- 
te un número natural k tal que A? =0. 


Si A es una matriz de orden n x n, entonces 
A+A=0. 


Resolución . 


Falsa 

Por definición de suma de matrices, se pue- 
den sumar matrices solo cuando tienen el 
mismo orden. En este caso 


- A ẹs una matriz de orden m x n 


B es una matriz de orden nxi 


Por lo tanto, A + B no está definido. 


M. 


Verdadera l 
Hallemos algunas potencias de A. 


A? =AA 


o 10 oJfo 10.0] 0010 
joo 1 oj0 0 1ı10|j0001ı 
lo 0.0 ılo 00 1 [00.00 

o0 0 0 0o 000| jlo0o000 
A =A?A 

oo 1 ofo 1 0 0} 0001 
jooo ijo01o0jjo0o000 
00.0 000.0 1| jo0o000 

oo.ooloooo|jooo00 
A*= AA 

0 0 0 a1iTo1001f[0o000 
|o00o0j0o010|j0000 
tooo ollo oo 1¡lo000 

o0oo0o.olo 00010000 
Por lo tanto, existe R=4, de modo que 
A*=0. 

Falsa 


Veamos un contraejemplo. 


Consideremos la matriz A= 3 ) de or- 


den dos, entonces 


ela ale ab a) 


Vemos que A+ A! no necesariamente es la 
matriz nula: O. 


NIVEL BÁSICO 


2 
Sean las matrices M=) r y N={ y ; 
0 z y zZ 


Si se cumple que M+N=/, donde / = ( : P] 


halle x+ y +2z. 
A) I B) 2 O 3 
D) 4 E) 0 


AH g 5: 1 
Sabiendo que A = lá us yB= pu 3 ) 
además x- A=B- x, calcule Traz(x). 


A) -1 B) -2 C) -3 
D) -4 E) -5 


Halle el valor de x + y + z si se sabe que las 
matrices A y B son iguales. 


A) log, 1 B) 1 O 2 
D} 3 E) 4 


Sean las matrices 


3i+4j si ¿sj 
A= (a; La tal que a; -d 


-f sii>j 


_(2x+y 4a+b-7 
la-b+1 3x+5y 


Si A= B, calcule (3x + 2y — 3a}. 


E O > E C) 1 
D) 9 E) 25 


wrote eE, 
; s E e 


5. Sean las matrices A a 


Halle Traz(AB - BA). 


A) -1 
D) 1 


A y 
KM 


A) -1/2 


D) 2 


B) -2 


y | 
-2 1 


B) 1/2 


7. Dadas las matrices 


1 
C= 
( 


1)” 


Mide 
p-Ío 


| 


00 
E) 2 


Calcule el mínimo valor de xyz en 


qe a] 


c) 0 
E) 4 


_ se puede afirmar que CD? es 


9 


71 8 
) a [> 


) o a 


8. Sean A= (aj lus yB= (by), n dos 


matrices de modo que 


a=] 
b=] 


3i 
i+j 
l si 
0 si 


-st i=j 


si i#j 
i=j 
i#j 


Halle la traza de la matriz A + B. 


S 11 
D) 9 


B) 12 


C) 10 
E) 8 


8 


Eog š Di E 
IA É ` ú . ii e > FI e > O Po 7 EN A AE ' 
ACA ii 7 ' PERE ate A i; mi e ¿ de E E - Dre A 
EE TE A A A A OR JU A AI dd ea 
ES . S AY y 3 AA a > R TE O 
r: AENG At a , 
f APTA a aA e A 
X t IL E a à s 
OE 3 > AT: e A 
IA IRE ANI e A TAN DAA ZA 
po TES rr LETE" Si à Pa GA AAA A LIRA AA 
e A OS t : EXA AAA A 


) 


9. Calcule Qa) Si Qy = (1+ x)(1- x) 


E 2 
siendo A = $ a! 


1.0 1 1 1 1 

ds b ) Si í i) ii 21 i) 
1 i ; Ed 
| D) -f d E) -ul ) 


10, Dado 
(mtn) mend+3mn | [ymi x 
m x l-n x 
halle (x+ y)? 
A) 1 B) 2 O 4 
D 8 E) 9 


l 2 -2a 3 
1 . i = = $ 
1 D l J72 í i 4 


x-y z-u e 2 
12. SiA= = 
(5 z 0 ] yB la b a 
más A=B, calcule x+y+z +u. 


A) 10 B) 20 C) 15 
D) 25 E) 18 


13. Dada la matriz Á = t ai determine la 


14. 


16. 


pS ce 
A wii 


EI Eta + a 


Ei 5 H! 


determine el valor de T, 
T=J+J? +J’ +... 4 JI" 


A) 1I B) J OO 
D) 20127 E) +J 
. Dadas las matrices 


(rana) 


calcule la suma de los elementos de 
(AB)” + A?. Considere que n es par. 


A) 2D'+3 B) 0 O) 4 

D) EDN"+1 El 200"3 
NIVEL INTERMEDIO 

Dadas las matrices 


loc ,) y [> 1) 


tales que A(1+2B)=(2X-3B), calcule Traz(X). 


A 3 B) 11 ©) 15/2 


D 172 | E) 8 
Sean las matrices 


18. 


Epel 


. tal que AB=BA. Calcule el valor de (a +c). 


A) 1/4 B) 1/2 C) 1 
D) 2 i E 3 
a b n ai 
Sea a=( b p | una matriz. Si existen ma- 


trices X e Y de modo que À = aX + bY, halle 
la suma de los elementos de X + y? 


A) -2 B) 1 0) 2. 
D) 4 E) 0 


19. Dadas las matrices 
E : y i+ j si f= J 
A= (ais tal que dj di de] 
2 10 
B=|1l 2 3 
E 12 
halle la surna de los elementos de la prime- 


ra fila de la matriz A+B. 


A) 1 B) -1 C) -2 
D) 0 E) 2 


20. Si se cumple que 


l 1 1IYa 3 
b c allbi=/11, 
a b chc xX 
calcule el valor de x. 
A) 2 B) 4 C) 7 
D) 8 E) 9 
À 101 
21. Sea la matriz X=/|0 1 0|. 
t p 1 
Halle la matriz X”, 
10 0 10 100 0 100 
A) 10 1 0 B10 1 0 
10 O 10 100 O 100 


59049 O 59049 
C) 0 1 0 
59049 0 59049 


1024 O 1024 1000 0 1000 
DI 0 1 0JjEpO 1 0 
1024 0 1024 1000 0 1000 


E n UA $ 4 al 
á An in m AS Y + Y, 
SS E AN, A e EL PA Ed i 7 
A TE AR A PIS E E E 
APRA A RAR SE TM a a 
$ DAA A T A ¡+ DR 


$ [> ol 9 $ a VIA! E A HEN 
AS a MM e a Pq x az, 
Triei y $ O, e e S z $ G A o è ga 


Capítulo XXIV: Matrices 


PE ta h 


22. Dada la matriz 


cosa sena 0) 
B=|sena cosa Aj 
0 0 l 
calcule la traza de la matriz BB'. 


A) sen(2œ) B) 2cosa+1 C) 1 
D) 0 E) 3 


23. Dada la matriz 
4 2 4 
A=|2 10 51, 
4 5 21 
halle la matriz triangular inferior B, de ele- 
mentos positivos tal que BB' = A. 


200 200 200 
a lt30|B)j130|0j1 00 
1.24 2 JA 2 13 
100 200 
D |2 3,0 E |2 3 0 
12 4 EE 


24. Sean A y B matrices cuadradas del mismo 
orden. Indique el valor de verdad de las si- 
guientes proposiciones. 

L (AB? =4°B? 

IL (A+B)? =A?+24B+B? 

IM. Si AB = BA, entonces A y B son matrices 
conmutables. 

IV. Si AB = A, entonces B=/ v A=0. 


A) FFFF 
B) FVVF 
C) FFVV 
D) FFVF 
E) VFVF 


26. 


ra (V) o falsa (F). 
l SiA?=0 > A=0 
IL Si AB=0 > A=0 o B=0 


Hl. (A+B)(A-B)= A? -B° 


A) VVV 
D) FFF 


Indique la secuencia correcta después de 
determinar si las proposiciones relaciona- 
das a matrices son verdaderas (V) o fal- 


sas (F). 


trica. 


Il. Si A+B y B son simétricas, entonces A 


B) VVF 


es simétrica. 


Ill, Si A y B son matrices del mismo orden, 
ambas simétricas, entonces AB es si- 


métrica. 


A) FFF 
D) VFF 


] 


1 


B) FFV 


. Sean A y B matrices de orden 2 x 2. 
Señale la secuencia correcta después de 
determinar si la proposición es verdade- 


C) FFV 
E) FVV 


LL SiA?es simétrica, entonces A es simé- 


C) FVF 
E) VVF 


0.0 | 
. SeaA=|1 1 0 [una matriz. Entonces la 
i 3 


matriz AP está representada por 


989 49 1 
1 0.0 
1080 49 1 


30. 


1 00 
C)]| 49 1 01 
1225 49 1 
1 00 
D |49 1 01. 
1127 49 1 
1 00 
E) | 4 1 0j 
1274 49 1 


de x? + y? + 2% 
3 2 


x” x+y xó+z 


A=|-3 y 3y 
5 -3 y? 


A) 0 B) 4 
D) 3 


¿cuál es el valor de x + y? 


Considere x x y. 


A) 0 . B) 1 
D) 3 


Sabiendo que la matriz 


a+la 0 
A=l 0 b c 
b 0 c+2 


A R 


. Sila matriz A es simétrica, ¿cuál es el valor 


a 2 
EJ 6 


. Si la matriz a[i =) es idempotente, 


0) -1 
E) 2 


es simétrica, calcule Trazl4203), 


A) 22081 


D 220121 


B) 92013 za 


cy 218,3" 


E) 20841 


Sn IA aLa 


a" A y A li 


nea py Lamocanmer 


+ Determinantes 


1 


Capítulo XXV 


` e Calcular IA de una rasiz cuado i 
- Dekarollar | Jos diferentes mótoos mea existen en id cálculo de determinantes. 


1. Definición 


El determinante es una función que aplicada a 
una matriz cuadrada la transforma en un escalar. 


Notación 

Sea A una matriz cuadrada. Su determinante se 
denota por |A| o det(A). 

2. Cálculo del determinante 


2.1. MATRIZ DE ORDEN UNO 


-A=(ay) >. lA[= au 


Ejemplos 
* SiA=(5) => JAļ|=5 
* SiB=(-2) = |B|=- 


2.2. MATRIZ DE ORDEN DOS 


. a a 
Si a-| 13 TAA ) entonces 
az; a32 


Ejemplo 
El determinante de la matriz 


Ejemplos 


$ 1 


i+ 1 
: s=("; i- 


; a-f; 3 > |A|=27)-5(3)=-1 
;) > |B|=(+N0-0-2D=0 


2.3. MATRIZ DE ORDEN TRES 


mi Ga A3 
Si A= da] A39 A23 |, entonces 


431 a32 433 
|A|=a,1077033+41749303/+413437491- 


—(3,/499033- 471017033 0110370 93 


2.4. REGLA PRÁCTICA DE SARRUS 


E 
e Kat afi Et 
JAļ= az) 2% Ye si az 


eA 3% EN ay ` Ta 


» 


A 


Definición | 
Una matriz cuadrada A es no singular si y solo. 


8 1 
A=|0 —2 | se calcula así: 
1 E 6 
2,3, 12,3 
ni e $ y 4 
Fà be 4 A 
E Es 
il ` 
> jal=48+-6+0- Ea 
> |A|=42-24 => -4]|=18 
Teoremas 


Sean A y B matrices cuadradas del mismo orden. 


a. 
b. 
c. 


|AB|=|A||B| 

[4'|=4] 

|lLA]=2" * [A], donde A=(a;j)nxn 

A: escalar 

El determinante de una matriz, en el que 
los elementos de dos columnas (o filas) son 
proporcionales, es igual a cero. 

Cuando se permutan dos columnas (o filas) 
de una matriz, su determinante cambia de 
signo. 

El determinante de una matriz, en el cual 
todos los elementos de una fila o columna 
son ceros, es igual a cero. 

Si se multiplican todos los elementos de 
una fila (o columna) de una matriz por un 
escalar, su determinante queda multiplica» 
do por dicho escalar. 

El determinante de una matriz no varía si a 
todos los. elementos de una de sus filas (o 
columnas) se le añade el múltiplo de otra 
fila (o columna). i 
El determinante de una matriz triangular, 
superior o inferior, y de una matriz diagonal 
es igual al producto de los elementos de la 
diagonal principal. 


Resolución 


ye 
ME 


sI ¡A| + U; en caso contrario, se dira que es sin- 
gular. 


Ejemplos 


L sia=(; 2) > lA=8-(2)=10%0 


Luego, A es no singular. 


. (3821 
2. SiB=|-1 7 0 
4 2 


o 


y |B|=42+0+(-4)-42-(-4)-0=0 


Luego, B es singular. 


3. Menores complementarios 


Se emplea generalmente para hallar determi- 
nantes de orden mayor o igual a tres. 


Procedimiento - 
+ Se elige la fila o columna de mayor canti- 
dad de ceros. 


+ Se toma los menores complementarios de 
cada elemento de la fila o columna elegida 
con su respectivo signo de acuerdo a la regla: 


lo si ¿+ es par 


A id a 


donde ¡y j son la ubicación de la fila y co- 
lumna, respectivamente, del elemento. 


Ejemplo 
10-14 
0.2 1.0 

Dada la matriz A = ALO , calcule |A]. 
0.4 f I 


¿EI A 


nea py Lamocarnmer 


A TA R Ek f B|= E 
a 30 210 0-14 [B| ae? 
lA] = ' =+(D)1 0 0|-(0)11 0 0l+ nas 
pt: E 411] Jj 411 
0:41 1 JE 
Sa entonces 
0-1 4j} [0-14 - |B]=(84-a)(d-b)X(d-)(c-a)(c-b)(b-a) 
+-D2 1 0|-(012 FO 
4 11 roo Ejemplos 
‘nmn 
6 Ek 3 
+ |Aj=2 5 7|=(7-2M7-5)M5-2)=30 
[4|=I2D-0+-DE8)-0 e gi 
|A|=-14+6=5 A 
sirg 
4. Determinante de Vandermonde ; Tia E: 
i | |= 32 l 4? 6? 
4.1. DE ORDEN 3 33 143 6 
E EI B|=(6-3X6 
lAl=|a b c|=(c-a{c-bXb-a) + IRA 
e b e? > |B|=3-5:2:1-3-(-2)=-180 
di. BB. EA 
_ PROBLEMAS RESUELTOS A 
RE. FL: RE 
Problema N.’ 1 Problema N.° 3 
Halle el determinante de la matriz Se sabe que p q? calcule el valor de . 
2 2.3 
Asi 1 1 0 2+4a bi „əl! d 
- 2 1 2+c d (bl 


Resolución 
Aplicamos la regla de Sarrus 


E 
paaa aaa 
AE A e e 


le A ds. TE Ms 
xr 


La 
1d e> A 
o e al 
” > 
+ D) s 
dd * cd 


[A]=(-2+0+6)-(3+0+2)=-1 


Problema N.° 2 


logax log,x+1 


; india 
Si la matriz 2 3 


calcule el valor de log, 2. 


Resolución 


Por dato, A es singular; esto quiere decir que 


_¡log¿x logy x +1 


«Y 3log x — 2(log) x +1)=0 
- 3108, x- 2log; x-2=0 


> log x=2 > x=2%=4 


l 
log, 2 = log, sz 


nde 
ocanmnea py vamocanmer ~“ * 


Mire 4 7 b 

¿ a. 

O E 1 A 

TE 
Ravai 


Problema N.° 5 


Si A y B son matrices 3x3 y r#0 es un número 
real, indique la secuencia correcta después de 
determinar si la proposición es verdadera (V) o 
falsa (F). 

I.  det(AB)=det(A)det(B) 


IL det(A+B)=det(4)+det(B) 


) es singular, 


Resolución 


col? Slao asar 
c d 

q 244 b|, i d 
H2+c d| "1 b 


-> x=(2+a)d-(2+c)b+2{b-d) 
x=2d+ad-2b-bc+2b-2d 


x=ad-bc > x=2 


Problema N.’ 4 
Halle el valor del determinante 


a 1 
b bal 


e c) 


Resolución 
a al 
Sea|A|=|b? b 1 


2 


cr” el 


intercambiamos las columnas 1 y 3 


la a Y 3 
lAJ=-11 b bil=la b c 
lec e a ye e? 


>  |Al=-(b-aMc-aMe-—b) 
JA|=(a -b)(b -Ola-—c) 


pri BET IE E 
A A A AN 


BA a - q + 


le cn de k O a aa ae A 
i, e AA A? 
, ATCAY 
t T? A 


Problema N.° 6 
Sia; b y c son constantes positivas y 
| E Gab l 


> 


= 0, determine el valor de x. 


- ox 
>o Qo 
nos 


a 
0 
0 


— ARA O PELO y PON 


Capítulo XXV: Determinantés — 


e a 


UL det(rA)=r-det(4) 


Resolución 


Il. Verdadera 
det(AB)=det(Adet(B) 
es una propiedad fundamental de los deter- 
minantes. 


ll. Falsa 
Veamos un contraejemplo. Consideremos 
A=Í y B=Í, matrices identidad de orden 3. 


Luego ; 
det(1+1) = det(1) + det(M) 
det(2N) = 2det(I) 
2det(N = - 21) 
8(1) = 2 (incorrecto) 


SA esua mitra rey ae R0” 


. della) sa detla) 


IJ. Falsa 
Veamos un contraejemplo. Consideremos 
r=2 y A=1 (matriz identidad de orden 3). 
Luego det(2/)=2det{/) 


Por la propiedad anterior 


2 det(/) = XD) 


1 


8=2 (incorrecto) 


$, 

dei e 
pepa ; 
PAIR à ls 


Resolución 
Por dato 


Me afl- a] 


Aplicamos determinante en cada lado 


1.3 4 0 
Ha a) y 
—_— 

1 


1 2 
3j] 4 o] 


valor del determinante. Para eso identifiquemos 


ACSUUICION 
Aplicamos el teorema de Laplace para hallar el 


la fila o columna que contenga más ceros. 


C <. h 
o >o = 
O TTo = 


Aplicamos el teorema de Laplace a la segunda 


fila 
+41 3:51 l 


L i 
—X b Ol+a b 0 
0 c 


Aplicamos la regla de Sarrus a cada determi- 
nante de orden 3 


-x(bc) +albe —(bx+cx)) 
-bcx+abc-abx-acx 


abc -x(be+ab+ac)=0 (por dato) 


de donde 
abc=x(ab+bc+ac) 


_ abe 
ab+bc+ac 


Probiema N.° 7 
Considere la ecuación matricial 


13 4 0 i 
x|; els e donde X es una matriz. 


Calcule det(X). 


es decir (AB)?=1, de donde 


ABAB=1 > BABB=AB 
> AABAB=AI > BAB?=AB 
> APBAB=A > BAI=AB 
> IBAB= > BA=AB 
=> BAB=A 


es decir, A y B son matrices conmutables. 


y MA ZE 


en 


E 2 
1X1(7 -6) a 8+0 (A+B) =A*+2AB+B 
A 
| 0 1 1 
=  |X]=8 =1+214 -3 4|+1 
: 323 4 
o 
Problema N.* 8 ET 0 i 
Sean A y B matrices involutivas tal que =olo 1 ol+2l4 -3 4 
C 1 e ; 00 1 33 4 
AB=|4 -3 4 | Determine det[ (4+B)]. 
33 4 (2 1 
(A+B)}=|4 -1 4 
Resolución 3 -3 6 ` 
Si A y B son matrices involutivas, entonces se 
cumple A°=/ y B?=/ 
l a Nos piden calcular 
Hallemos la matriz (AB) 
l =j 
O 1 -1Y/0 1 -1 2 
det (A+ B)|=14 -1 4 
(ABY =(ABXAB)=14 -3 4ll4 -3 4 ] 3 
33 43 3 4 
: » > detl(A+B}]=(-12+12+12-(3-24+24) 
00 1 det|(4+B)?]=12-3=9 


. z= rer 
¿ E E A AA 
a A, e e 


A Y FN s ETT 
EEA EE Es PA. 
ts 
Mide 
nia 


A š è EN E 
3 AE AA, f DEE RAA 
O ae d OIE rd, hiy $ : N 
TO E En a A A; ER arde $ qa e è , "AA 
% a o T E PO TR p 5s, A a 
IM EOS 1 AUKEN : s ds sá 
f . pa IN D TA ETE, 6 
ta aay Ao MER T NT S 
. ` ; : e al is 
AEE pg . 3 y 
Š ; K yy A O 
PAGE r ittir 0.00 e AA A 
Es aR DS RS e A a 
Ra H ia > Ž. Si LU e CT 
Are A o A ii PRA A TEE 


A Aa E Paa 
ri tg 


NIVEL BÁSICO A) 16x10? B) -8x10° ©) -16x10* 


5 6 
1. Calcule el valor de x si se sabe que los de- D) -16x10 . E) -16x10 


terminantes de las siguientes matrices son 
6. Simplifique la siguiente expresión. 


iguales, 
3 10.0 
a=[ 5p 2-1 400 x 3 Mm |1 42 43 |1 00 
A 213 0 x 5sl+[Y2 2 J6l+13 1 
| 00:18 4 SIF ga 
A) 2,5 B) 0,4 C) 0,2 Tr ar a R A 
xX +l- = 0 
D) 1,2 . E) 0,5 
0 x*-x+1 0 


2. El conjunto de soluciones reales de la ecua- ñ f E> 


ción trascendente 


100008 10083] _ _ 
4 1 


A) (2) B) (2, © (242) 
D) {v3} E) {V2} 


si | 2 92 2 halle el valor de 


b 
d 
2+a bi, 
2+c P u 
A) 0 Cd 2 
D) 3 E) 4 


Sea A = (ay ),,2 una matriz tal que det(A) = 3. 
Calcule el valor de| A+1/|+|A—1 |]. 


A) 2 B) 4 C) 6 


n veces 
donde n es un número natural mayor que 


det (Ag) - det(A3) 
det(A;) 


dos, calcule 


NEU py LAamocanmmier 


Mo: s TE ŠR ka A: 
Bs Lumbreras Editores 
e S die se 


9. Resuelva 
x-1 
2x+1 : o i 
e indique la solución. 


A) 1/3 B) 1/4 C) 1/2 
D 1 E) 0 


10. Dada la matriz A = 0 Ml tal que 


a+l; i= 
a, , halle det(A- 
Y EY q. O 


| e Ms A A | 


A x B) x+1 C) x-1: 
D) x+2 E) x+3 
Dado A e R* tal que 

lx e 
A=|1 x% e? |, halle| Al. 

lr e 


A) rele-D(n-eMn-1) 
B) re(e+1D)(r+e)Jr +1) 
C) -nele-D(n-eXMu-D 
D) nele-D(x+eJ(r-1 
E) nele +1)(r-e)J(n+1D 


Halle la suma de soluciones luego de resolver 


1 l 1 
x x-i 2x+] |=0. 
x* (x-D? (2x+D* 


A) -1 
B) -2 
C) -3 
D) -4 
E) -5 


B) 2955 
E) 2970 


13. Halle el producto de raíces de la siguiente 


ecuación. 

> 2 $83 

-1 43 2|=0 

x -x 2 

A) 43 B) 43 0) 1 


D) -2 o DO 


C) 2960 


7. + 


A) (a+b) (a + 2b) 
B) (a-b)(a-—2b) 
C) (a-b) (a+2b) 
D) (a-b)°Qa+b) 
E) (a+b) (a-b) 


NIVEL INTERMEDIO 


ti. Calcule 


a° 2ab bê 


b? al 2ab|sia;beRt. 
2ab b ae 
A) ad-p? B) a+b? C) œb’ 
D) a?+b* E) a+b? 
12. Determine el valor de la siguiente sumatoria. 
afi 1 
y 11 2-3 
a, 4 


16. Se define la matriz 


17. 


l n 
m| 2 j: neN. 
=n =I 


10 
Calcule el valor de Y |A|- 2". 
R=1 


A) 1024 
D) 796 


B) 967 C) 428 


E) 3025 


Sea la matriz A = (a; ilsa de modo 


a a+l si i=j 
Teamo iej 


Determine el valor de det(A- 7), 


21. 


JA , - F p > Jira Sgn 


A E EEE. ; Er to Ar ipis yi in TA A 


14, Sean A y B matrices de orden dos simétricas 
tal que en cada una de ellas los elementos 
de su diagonal principal son iguales; ade- 
más se cumple. 
det(4+B)+det(A-B)=2det(A) -2det(B). 

- Calcule det(AB). 


A) 0 B 1 €C) -1 
D) 2 E) -2 
15. Calcule el determinante de la matriz A. 

01 07 03 Og 015 
0 oy 0 0 0 
A=| 0 O3 Oz O34 035 
¡ 0 W42 Dag O44 0 
0 05% 0 054 0 


A) 011022043054044 
B) 01022035043054 
C) 01020130405 
D) 011013015032034 
E) 011035043044052 


gasno kreik: pa f 
Cao Beloríiantos ; 
E E 2 E je E e A E 


Sea 
b+c b-a a 
A=|c+a c-b b| una matriz de modo 
a+b a-c c 
que a?+b?+c’-det(A)=nabc. Entonces, 
¿cuál es el valor de n? i 


A) 3 
D) 9 


B) -3 GA H | 
E) 2 
Dada la matriz A=( a de modo que 


aj = Ji+ j, calcule det(A- A!). 


AY 7AP B) 5/6 Q0 


A) (a-b)(a+2b) 
B) (a+b)Y(a-2b) 
C) (a+b)(a?-4by? 
D) (a?-ba+2b) ' 


D) 20 * E) 1041242 


22. Halle el determinante de la matriz Q. 


E) (a+b)(a+2b) 1234 
p-[4 1 9 38 
3a Atd 
A=(45), donde a =,/i + j, además 
i;j € (1; 2; 3; 4). Halle |A-A'}- A) [Q|=12-5! 
B) |Q=180 
A) -1 B) -2 00 © |aj=96-21 
o $ n 2 D) [Q|=-60-3! - 


, E) |[Q|=-12:4! 
. Sea Y un conjunto de modo que 


2 x+2 -i 23. Si 
YW=¿xeR/det(M)<0dAM=|1 1 -2 e 2c F E 
353 ox] 5b a 3b |=-4hallela b 0 
Calcule la longitud de Y. b+5c b+d b+3c| dcb 
: i donde a; c; de (0; =) y be (-%; 0), 
A) V2 D-1 0 š 
A) -4 B) -2 0) 2 
D) 4 E) 2 D) 4 E 6 


- maze aBa pas RN AS O TERNA EEIE i r TO OEF TEN MINE O TER, V 5 
og MAA x SR ER) ng JA Pa E A eS pis A 2? SS y Bara 4 Ai j A e ad 0 
A E A IS PUE E pe E A A O 2 gal 
: > , o CIA ASN A AO y $ wa ta, ed e as ra aerar ar AA TRES An $. 
A SE EAN T TEE A A PE 


... A m 
Sia + VENN go s 

A ARA es IPA 
Ae, Y 


24. Calcule. 27. Calcule el determinante de la matriz A. 
0m 0.0 Y Ed» 
sq eh 4 23 9 40 
0p0ogc A= [y 2 7 3 
"07 0 ppy 
0d000 
A) abcde B) -abcde C) -2abedde M4 B) 5 C) 1 

- D) 2abcde E) -abcde/2 D) 0 E) -1 

25. Calcule. 28. Para calcular el área de la región triangular 
a b ce d | 
-b a d =c 
< -d a b 
-d c -b a 


A) (a°-b°+c?+d?? 
B) (at+b0?+c?+4?) 


C) lat+bi+ce+do)"* | X 
D) (a?-b?-¢-d? 


E) (a? +b+c? +d®? ; se utiliza el determinante 
i a b 1 
26. Calcule. | Aes c d lj;donde S=| A|: valor absoluto 
l z2 Y 4 e f 1 
4 10 9 8 ; 
16 50 27 16 Calcule el área del triángulo de vértices 
64 250 81 32 2; -3), (2; -4) y (4; 8). 
A) 12x4! B) -11x4! ©) -12x41 A) 30u? B) 20u? C) 25u? 
D) -15x4! E) -12x3! D) 18 u* E) 21 u? 


: DE si ge os A 
= o e | = 

:, Matriz inversa y polinomio 

uis 

um L4 5 

” característico 

Capítulo XXVI 
. Determinar el paloma coros spa a una matriz curada. Ten ge 

1. Matriz inversa 5 s-( 2 4 5 aa) 
1.1. DEFINICIÓN zi BNS 
Sea A una matriz cuadrada no singular. Si existe 3 _ [5/13 -3/13 
una única matriz B cuadrada del mismo orden B -{ 1/13 21) 


- -e o 


al que 4AB=DbA=1, entonces dennimos a 5 como 
matriz inversa de A y lo denotamos por A`’. 


Teorema 
Una matriz cuadrada posee inversa si y solo si 
es no singular. 


1.2, CÁLCULO DE LA MATRIZ. INVERSA 
1.2.1. Orden uno 
A=la] > A*= =(2) az0 
a 


1.2.2. Orden dos 


pa ab alias 1 d- 
a=( AEZ, mi 1j lAl 20 


Ejemplos 


Tr TE PS 


hs E ii ¿E 


EP R EA hani < AÑ 


Ejerriplo 
Halle la matriz inversa de A. 


Resolución 
dica el método Gauss-Jordan 


A 

iE ANTES +, | l 

232/01 0/01 

33 410 0 1) %*8l0011- 

E POEA 
> |o10[-2 10 
= i ia 6 1 
A e 

I a` 


1.5. TEOREMAS 


nn PS 


1.3. OPERACIONES ELEMENTALES 

Se llaman operaciones elementales por filas (o 

columnas) sobre una matriz a lo siguiente: | 

* Intercambio de dos filas (o columnas) 

+ Multiplicación de una fila (o columna) por 
un escalar no nulo 

» Sumar a una fila (o columna) el múltiplo de 
otra fila (o columna) 


1.4. OBTENCIÓN DE LA MATRIZ INVERSA 
(MÉTODO DE GAUSS-JORDAN) 


Sean la matriz cuadrada À no singular y la ma- 
triz identidad / del mismo órden que A. Cons- 
truimos la matriz ampliada (A: /), donde por 
operaciones elementales solo por filas debe ob- 
tenerse una nueva matriz ampliada de la forma 
(F: B) concluyendo que B=4”!. 


Ejemplo 


Resolución 
Por definición 


Rx) = [xl -A| 


Ii 

x 
O O = 
OS - oO 
== O O 

| 
—i mi pá 
— 9 m= 
U = 


Il 
! 
— 
kad 
| 
o 
1 
— 


Desarrollando el determinante se obtiene 


5 45x-1 


Denmiararas 


E3 


"Tori "OD A a Sa NT Dd A e dd 


Sean A y B matrices cuadradas no singulares y 4 a. Si P( es el polinomio característico de la 


un escalar distinto de cero. matriz A, entonces 
a. A-ATI=A7*-A=1 Pia)=0 | 
b. (AB)'=B7A7 es decir, la matriz A es raíz de su polinomio 
e -=A característico. 

A 
d RATA b. Si A= f A entonces su polinomio ca- 
e Mia ( i 

jal racterístico está dado por 


Py =x° -Traz(A)x +| A 
2. Polinomio característico u Gi 


Sea A = (aj) una matriz cuadrada no nula. Defi- Ejemplo 
nimos el polinomio característico de A por Dada la matriz A = h 3 
Ry) = det (xd — A) ge 
mio característico es 
donde / es la matriz identidad del mismo orden 


] entonces su polino- 


P(y=4-8x+7 
Problema N.° 1 Problema N.” 3 
l l . a i i 
Sila matis A= í ii m F i es singular, Halle el polinomio característico de la matriz 
E 
calcule el valor de log,2. talli 2 1 
URA 
Resolución 
Por dato, A es singular; esto quiere decir que Resolución 
¡A|=0 Por definición 
log) x logax +l o Rx) =(x1— A] 
z a LEN MAI 
a 
3log, x —2(loga x +1)=0 —> log x-2=0 me s . 4 3 | ' f 
logs =z 


Por definición de logaritmo, x=2*=4 


1 
| 
La 
| 
M’ 
Í 


Nos piden i k T e 
log2=l0842=7 , ` 
Desarrollando el determinante se obtiene 
2 — 
Problema N.” 2 5x0 + 5x- 
100 
Dada la matriz A=|2 1 3 |, halle 47! Problema N.° 4 
101 2cos* 28 
| Dada la matriz M=|* < u y 
Resolución sen20 2sen* 


Anlicamos Gauss-Jordan. AAA AAA IS A A 


Formamos la matriz sai 


00 100 
tS 61 0 
01 001 
px (100 100 
—j0o 13 210 
BHXED loo1 101 
100 10 0 
fo+fax(-3 
LARES Ere EL 
GEL 3 F°] 
ÁAMMIMMIM¿IXAS 
E má Al 
10.0 
A=] 113 
E 
E ERS 


Para la matriz M se tiene que 

+  Traz(M)=2c0s*0+2sen%8=2 

.  |Mi=(2c0s? 9J2sen*e) -(sen20)(sen20) = 0 
Luego Ry =x? -2x+0 > Ry =x?-2x 
Además A y) = M° -2M =0 


de donde M? = 2M 
Nos piden 
M? = M?M =(2M)M = 2M? =2(2M)=4M 


Problema N.° 5 


Sean a y b números enteros positivos pares. Con 
estos números se forma la matriz 


a -b -a 

A=10 1 2 Si det(A+1)=12 
E SJ a 

(1 matriz identidad), halle el determinante de la 
, |a 2a 

matriz 3 í 

Resolución 


Por dato 


A A Y 


ca QUE 5Efad IGUA! la HAULS IM i 


Resolución 
Se tiene la matriz 


2cos?8 sen28 
M= cos n À 
sen29  2sen*8 


Hallemos el polinomio característico asociado a 
la matriz M para encontrar relaciones entre sus 
potencias. 


Ñ N P : va . Tini 
Para todá matriz 2 cUadrada tt bJa 
aroi característico está cal > 


Aplicamos el teorema de Laplace para la segun- 
da fila 


a+l -a+ 
A b 12 


2[(a+1Db-(-a+-b)]=12 


2 


2[ab+b+a-b]=12 
[ab+ a] =6 
a(b+D=2-3=2(2+1) 


Por dato, a y b son pares. Luego 
a=2 y b=2 


Nos piden 


Problema N.° 6 


Sean las matrices A = | 2 y 


a b 1.0 | 
Baf’ qales que aB =| 5 i j] 


Halle el valor de a+b+c+d. 


- 


E ia 
a -b -a| (1.0 0 
0.1 2 0 1 0||=12 
1.1 0b 90 1 


0 2 2|=12 
I1 1 b+1 


Restamos la columna 3 de la columna 2 


a+l1l -b -a+b 
0 2 0 |=12 


Luego 
=) 
a TE IE 
1 3 2|-1 1 
2, 
e 2 2 
E > 
2 2 
a b 
Por dat 
or ato [$ al 
3 l ] l 
de donde a=>; b=--; €t=-=; d=- 
e donde a > > c z 5 


a+rb+c+d=1 


Problema N.° 7 
Considere la ecuación matricial 


13 4 0 
xl, lel- a| ' 
donde X es una matriz. Calcule det(X). 


Resolución 
Por dato 


Mela a 


Resolución 
Por dato AB = h x 


Es decir, AB=/ 
Multiplicamos por A`! 


EAE AE 
hi ARS: E 
igs 


RRA Casio JON: Matrizi inversa iy SS caac eristico. sl 


PEGI REELIKA SENA 


E IT A 


r 
AA í 


Problema N.° 8 


Indique la suma de los elementos de la matriz 


A 


Resolución 
Para hallar la inversa de la matriz A aplicamos el 
método de Gauss-Jordan. 


Formamos la matriz ampliada 


a0 biloo a0b;100 
01 0o io 10|fhjo 10:010 
a 0 b+1i001) oe 1i-101 
dali tias 
Pn, a:a 
— 010010 
00 1:101 
hs ID 0-2 
—— 010: 0 1 0 
JELL 


Aplicamos determinante en cada lado 


ak ah A 


ERE 
ap dela a 


IX](7-6)=8+0 
Nan ra? 
l 


< \Xl= 


PE AGR ET EEROR 


_ProsLemas PROPUESTOS 


Ho peysa CAN, RE J 
Se PAN t 


NIVEL BÁSICO 


1. Halle x para que la matriz 


log,x log,x+l1 - . 
S2 82 ) no sea invertible. 


2 3 
A) 1 B) 2 a3 
D) 4 E) 5 


2. Determine el número de valores reales de 
x para que la matriz siguiente sea singular. 


E E. 
at en 3 7 
lia et 7 
1 2 43 P iia 
A) 0 B) 1 c) 2 
D) 3 E) 4 


3. Dada la matriz a-f; 5) 


halle la traza de la matriz inversa de A. 


A) 4 B) 6 09 
D 8 E) 3 
4. SeaA= la a2 Juonde a” =/; > 
da Uy 3 2 
Calcule aitaz tatay. 


Luego 
2,2 0 _b 
a a a 
Ataf 0 1.0 
—] 0 1 


Nos piden la suma de los elementos de A7 


a+l 


eta 


E ale 
a a n a 


LEIDA GE RAR DA A , os ps NN 
A A A e SIA CA HUDE Pah 
AO a z Serenaan] 
ha 195 E p ate 


rar eos S e 
apa ap 


TAE A 
o A e” 


2 1 -2 -i 
D (5 a) as) 
6, seaa=[3 Jia quea! =4 Halle x+y 
A) -1 B) -2 C) -3 a 
D) -4 E) -5 


7. Dada la matriz singular A = (: 5 00) 


halle la matriz inversa de B = 3 I 
x+10 4 


My a 
o Lon y 
Dl ao 9 Los] 


8. El polinomio característico de la matriz 
3 4 
A= 
le 5) -= 
A) Piy=x4-3x+5. 


B) Py=x-4x+5. 
E o U 


= e e o a -E rr. o 


(y D. 


10. 


Ti; 


12. 


A) 1/2 
D) -1/2 


B) 2 


5. Dada la matriz no invertible 


Sea A= (a; 4), ay € R, donde 


A7! = ( lAl 214 ) Calcule Traz(A). 


|A] 214] 
A) 7/2 B) 7/4 C) 14 
D) 3/4 E) 2/7 
NIVEL INTERMEDIO 


Con las matrices 


a 2)12-(3 5) 


se forma la matriz P=ABA”? Halle la inversa 
de la matriz P. 


-6 1(-2 6 
A) B y B) he 


1f-1 6 I(1 <S 
D) - E) — 
) i ll ) al 7) 
Dadas las matrices 

5 2 Xx 1 
À= = 

p yx (opa H 
tal que Ax=B, calcule x; -X3. 


A) -2 
D) -4 


B) 4 C) 6 


E) 3 


z t \x, a D —— MU + O 


D) P(y=5"+6x+5. 


E) P= 2_6x+5. 
3+42 3-43 
9. SiA= halle (4+47 1), 
E E) j | 
D) 6% E) 2 
; Eak o bu AN ite ne 


Capitulo Pob Matriz inversa y peltaido! característico s 


vj iei 2d 91-02 IA 


: $ $ E ROR EEA GA ná » 
Ls Ex Die S AO Sg LE 


el e Bi bo e e e 


14. Dadas las matrices 


15. 


16. 


3 0 -Í 2 
o jee 5) 
10 s 
Es , determine la traza de la matriz 


0 1 
P7 si se sabe que P=A(A7 +87 +1)B. 


B) 3/5 C) -5/6 


E) -6/5 


A) 65 
D) 2/3 


Determine la suma de los elementos de la 
matriz A si se sabe que 


-1 
L A= fe po X 


100 99 
7 -3 —2 
A) 
A) -2 B) -1 C) 2 
D) -103 E) -203 
Dada la expresión matemática 


kx: y) ty E halle f A: B) si 


ala areh 5) 


EATE FA 


j 


| 
j 
[ 
i 
| 
¡| 


13. Sila matriz A= És e verifica A=A-1, 
calcule 


A) 1 
D) =c 
peee A 


AO 


cl reo 


19. 


21, 


(a? - y +3 
3+(bcY 


B) b 


22 
= 
N 


saii di 


$ RA 
) OS PE aa ERSA : 


1.0 3 4 
Calcule la matriz X tal que AXB = 


2 
E 3) 
0.0 0 0 0 0 
A) È i B) f 1 C) h a] 
6 3 6 3 O 3 


, | 2 0 
D 
ados A = n 5) y C= f q además 
ABC = A7!CÍ, halle Traz(B7). 
A) 0 B) 1 C) 2 
D) 3 E) 4 


. Sean A=[* > 7)y a; a) dos 


1 y l 6-x 
matrices iguales, además A”? es una matriz 
tal que A`'A = AA! = 1. Calcule 
AA+ BS AB HA + BO A?B+BAJAR 


A) 31 B) 5/ O 7 
D) 9 E) / 
Dada la matriz cuadrada 

se —2012 -2012 2012 
A-| %13 - aoia Palle A ; 


A) ¡ri mn 


2013 2012 
213 2013) > ) 


2013 2012 


D zu nj 


17. Sifa = ax? + bx + c es el polinomio caracte- 


z 1 
rístico de la matriz A = f 


A) 0 
D) -4 


TA La 


H! calcule fay 


C) 4 
E) -6 , 


B) 12 


317 


P 


Eae NA EIN 


22. Si Py=-(a+m+d+n)x+(a+mdNd+n)-bc 


23, 


24, 


es el polinomio característico de la matriz 
A= (aj y además Traz(A)=0, 


a +d +m? +n? 


AA a 
A) -1' B) -2 C) -3 
D) -4 E) -5 


Halle el polinomio característico de la matriz 


2 4 10 
M=|0 3 25 
0 0 -I 
y calcule la suma de sus coeficientes. 
A) 1 B) 2 cC) 3 
D) 4 E) 5 
Dadas las matrices 
k YI 3 E e 
A=fi 1 0|yB=]1 1 3 
130 200 


Halle el valor de |D”' - E`'| si se sabe que 
D=(aY y E=(8) 


A) 1/2 B) 1/4 O 1/16 
D) 4 E) 16 
x-a b Cc 
. Seala matriz A=| b x-d e 
Cc e x-f 
Calcule Traz(A! 47!) 
A) 3 B) 2 gà 
D) -3 EJ 0 


NEU py Lamocanmier 


cy [2012 -2013 
2013 -2012 
D) pe 2012) p} (2013 -2012 
2013 2013 2013 -2012 
Bo `, 
e 


‘ Sistema de ecuaciones 


” OBJETIVOS 


+ “Resolver sistemas de sancib lineales y no pls 


26. Si A es una matriz idempotente de orden 
4x4, calcule det(4? + 47?) - 


A) 2 B4 


D) 16 


C} 8 
E) 32 


Capitulo XXVII 


. ` Aplicar la regla de dags en la resolución de sistemas de écuaciones lineales. 


1. Sistema de ecuaciones lineales 


1.1, DEFINICIÓN 


Se llama así al conjunto de ecuaciones lineales 
con dos o más incógnitas, las cuales pueden ve- 
rificarse para algunos valores asignados a sus 
incógnitas o tal vez nunca se verifique. 


Ejemplos 
x+y=2 _, Esunsistema lineal de 2 ecuacio- 
x-y=4 nes con 2 incógnitas. 
x+y+3x=5 


Es un sistema lineal de 3 


2x+y-2=2 > : : z ; 
ecuaciones con 3 incógnitas. 


7x+9y-2x=14 


x+y+z+0=4 
Es un sistema lineal de 
=> 4 ecuaciones con 4 in- 


cógnitas. 


3Ix+2y+z2+w=7 
2x+y+3z2+5w0=11 
x-y-2z-9w=-11 


1.2. FORMA GENERAL DE UN SISTEMA LINEAL 
DE N ECUACIONES CON N INCÓGNITAS 


a11X] + (19X + U13X3 +0 14X4 +... tainn = b; 
aai X + 099X2 + 0 93X3 + (U94X4 +... +49 Xp = b, 
431X] + A39X9 + A 33X3 + 0O34X4 +... + AgnXp = ba 


Ani Xy + an2X2 +an3*3 +An4¥4 tat Gan*n = b,n 


donde 

- dj: coeficientes que pueden ser reales o 
imaginarios 

- xX; las incógnitas 

- by: los términos independientes 


Además i; j=1;2,3,4;...¿n,neN 


1.3. SISTEMA LINEAL HOMOGÉNEO 


Es aquel sistema donde sus términos indepen- 
dientes son iguales a cero, 


Ejemplos 


2x+5y=0 
3x-7y=0 


1.4, SOLUCIÓN DE UN SISTEMA DE ECUACIO- 
NES LINEALES 

Es una colección de números que verifican en 
forma simultánea a un conjunto de ecuaciones 
lineales. 


Ejemplos 
l. El par ordenado (2; 3) es solución del sistema 
' E +y=5 
2x+y=7 


pues si asignamos a x el valor de 2 y a y 
el valor de 3, entonces se verifican ambas 
ecuaciones. 


2. La terna ordenada (i; 1; 1) es solución del 
sistema 
2x4+3y+z=6 
Tx-y-2=5 
3x+4y-z=6. 
pues se observa que el sistema se verifica 
para x=]; y=1; z=1. | 


1.5. SOLUCIÓN TRIVIAL DE UN SISTEMA LINEAL 
Se llama así cuando la colección de números 
está formado por ceros. 

Por ejemplo, (0; 0), (0; 0; 0), (0; 0; 0; 0), etc., son 
soluciones triviales. 


1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES QUE PRESEN- 
TAN SOLUCIONES TRIVIALES 


Los sistemas de ecuaciones lineales que son 
homogéneos son los que presentan soluciones 
triviales; así por ejemplo 

3Ix+2y+2=0 

x+y+z=0 

x-y-z=0 


-es un sistema de ecuaciones lineales hornogé- 


2x+y+z-w=0 Es un sistema lineal de 3 Sx+7y+2z=0 

x+3y-3w=!l1 — ecuaciones con 4 incóg- 2x-y-z=0 

4y+z+5w=2 nitas. 3z+y+2=0 

PANS A J RET TREERE mu. E ER) 
Lumbreras Editores 


1.7. CONJUNTO SOLUCIÓN DE UN SISTEMA DE 
ECUACIONES 

Es el conjunto formado por todas las soluciones 
(si existen) del sistema lineal. Si este sistema no 
tiene solución, el conjunto solución es nulo o va- 
cío; es decir, CS=1[ } o CS=6 


Ejemplo 
¿Cuántas soluciones presenta el sistema lineal 
siguiente? 


x+y=5 
2x+2y=10 


tiene infinitas soluciones, pues si multiplicamos 


a la primera ecuación por 2, nos aih la segun- 
da ecuación así: 


2x +2y=10 
2x+2y=10 


Luego se tiene en sí una sola ecuación: 
2x+2y=10 con dos incógnitas; por lo tanto, cum- 
plen infinitos pares de números. 


1.8. TIPOS O CLASES DE MENMAS DE 
ECUACIONES 


Existen las compatibles determinadas, compati- 
bles indeterminadas e incompatibles. 


1.8.1. Compatible 


Cuando el sistema tiene al menos una solución. 


a. Compatible determinado 
Cuando el sistema tiene una única solu- 
ción. 


b. Compatible indeterminado s 
Cuando el sistema tiene infinitas solucio- 
nes, è 


1.8.2. Incompatible 


e 
Suanmeua vy vamocdnner 


$ A LE T 


neo que tiene como solución (0; 0; 0). 


ERA 
pe 


1.9. PROPIEDADES 


Sea el sistema de ecuaciones lineales 


ax+by=c 
mx+ny=p 


Entonces se cumple lo siguiente: 


a. Cuando se tiene solución única (compati- 
ble determinado) 


b. Cuando tiene infinitas soluciones (compati- 
ble indeterminado) 


c. Cuando no tiene solución (incompatible o 


inconsistente) 


1.10. REGLA DE CRAMER 


Sirve para resolver sistemas de ecuaciones li- 
neales con dos o más incógnitas. 


Sea el sistema siguiente: 
ax+by=c 
mx +ny=p 

Se define 


a b| 
m m 


q i 


g 'R 
ael rl p 
pn m- 
donde 


- Aş determinante respecto al sistema 
- — Ay: determinánte respecto a la incógnita x 
- — A,: determinante respecto a la incógnita y 


Cuando el sistema no tiene ninguna solución. 


Capitulo XXVII: Sistema 38 > 
ON o de AN A 
Para hallar los valores de x e y se utilizan las si- 
guientes relaciones: 


También se aplica en sistemas de ecuaciones 
lineales de 3 ecuaciones con 3 incógnitas. 


2. Sistema de ecuaciones no lineales 
2.1. DEFINICIÓN 


Es aquel que tiene al menos una ecuación no 
lineal. Será resuelto con base en artificios o con 
el apoyo de la teoría de ecuaciones polinomia- 
les (cuadráticas, cúbicas, etc.). 


2.2. MÉTODOS DE RESOLUCIÓN” 


2.2.1. Cuando el sistema se puede llevar a 

una ecuación cuadrática 

En estos casos, una ecuación estará dada por la 

suma de dos expresiones y la otra ecuación esta- 

rá dada por el producto de dichas expresiones, 

de modo que se podría formar una ecuación cua- 

drática con una incógnita, así: 

¿2 -( suma de ) | producto de )- 
las expresiones las expresiones 

en el cual sus soluciones reflejan las solucio- 

nes del sistema, pero con una doble alternativa 


(intercambiando las componentes de los pares 


ordenados que son solución). 


Ejemplos 
1.  Resuelva el siguiente sistema no lineal, 
x+y=5 
xy =6 
Resolución 


Se observa que la suma de dos cantidades 
es 5 y el producto de las mismas es 6. 


FUGA RAID > IS E ll ión A NS 


Entonces formamos la ecuación cuadrática 
con incógnita lambda (A). 


MAx+yYAty)=0 > M-51+6=0 
Esta ecuación cuadrática la resolveremos 
factorizando por aspa simple; así: 

1M-51+6=0 

A e -$ 

A» -2 
> A-J- A-J=0 > 4-3=0 v 14-2=0 

>4=3 y A=2 
Luego se dan dos casos: 
+ Six=3 => y=2; por tanto, (3; 2) es una 
solución. 
* Six=2 => y=3; por tanto, (2; 3) es una 

solución. i 

. CS=([(3; 2), (2; 3} 


Resuelva el sistema no lineal 


p l x+y =Í œ) 


(x+2)(y+3)=5 


Resolución 
En este problema daremos forma al siste- 
ma de ecuaciones; así: 


De (*): (x+2)+(y+3)=6 
Se puede observar que si se simplifica o re- 
duce la ecuación (*), no se advertirá ningún 
cambio respecto al problema original. Aquí 
podemos aplicar el criterio del problema 
anterior; así: 

M-61+5=0 > (M-5):(A-D=0 
> 4=5 v A=l 
Se presentan dos casos: 
. Six+2=5 => y+3=1 

es decir x=3 => y=-2 

Por lo tanto, (3; - 2) es solución. 


3. 


e Six+2=1 > y+3=5 


es decir x=-1 > y=2 


Por lo tanto, (1; 2) es solución. 


Cs=((3; -2), El; 2) 


Resuelva el sistema no lineal 


x + xy+ y? =7 (0 
x+xy+y =5 (1D 
Resolución 
. Sumamos miembro a miembro las ecua- 
ciones (1) y (1D) 
x?+xy+y?+x+xy+y=7+5 . 


> (x+y) +(x+y)-12=0 
(x+y) 4 
(x+y) -3 


> x+y=-4 v x+y=3 


Reemplazando en (ID), se tiene 
xy=9 v xy=2 
Formando así dos sistemas de ecuaciones 


x+y=-4 . 
" | epr 


x+y=3 
b. | nr 


Resolviendo las mismas con base en los 
ejemplos anteriores 


` Sistema (a) 


ML IM+49=0 > +44 +9=0 
> A=-2+45 v 2=-2-4H5 * 
> CSa=((-2+V5i;-2- J5i), (-2-S5i; -2+451)) 


NEU py LAamocanmier 


Sistema (b) 
2-31+2=0' > (-2D0-D=0 
> CS ={(2; 1), (1; 2) 
CS=CS, U CS, 


Así 
ipai —2- Ji), Ga- Ji; -2+ V5i), 
(2; D, 0; 2} 


2.2.2. Cuando el sistema presenta polinomios 
homogéneos 


En estos casos verifique el grado absoluto de 
cada término del polinomio, excepto del tér- 
mino independiente; luego haga el cambio de 
variable y=kx, donde k será un parámetro que 
se determinará posteriormente si y solo si los 
grados absolutos son iguales (condición de poli- 
nomio homogéneo). 


Ejemplo 
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones. 
x’ -xy +y =3 (D 
2x? + xy +y" =2 (11) 
Resolución 


Por ser polinomios homogéneos, de grado 2, 
hacemos el cambio de variable y=kx. Luego lo 
reemplazamos en ambas ecuaciones, así: 


ki +k =3 E xo (1-k+k?)=3 

rte =2 — |@(2+k+k)=2 

Al dividir miembro a miembro se simplifica e y 
nos quedaría 


l-k+k* _3 


323 > k’+5k+4=0 
2+R+R 
k=-4 y Rk=-l 

=-4x v y=-x 


MIO II 


- PROBLEMAS RESUELTOS 


Con estas nuevas ecuaciones formaremos otros 
sistemas de ecuaciones equivalentes, pero más 
sencillos, los cuales serán resueltos por sustitu- 
ción. 


Sistema a 


pta (a) 
y=-4x (B) 


(a) es la ecuación más simple entre (1) y UD 
(B) es la ecuación que se obtiene mediante el 
cambio de variable. 


Sustituyendo (8) en (o) 
-x40+(40*=3 
> xX 0416 =3 > 21x%=3 . 


e? 


- > x=- v x=- 


Reemplazando en a el valor hallado de x se tiene 


. CS, (+ FOF 7) 


Sistema b 


x*—xy+y?=3 
y=-x 


Reemplazamos la segunda ecuación en la pri- 
mera y obtenemos 


xit t= 3x?=3 > x =l 


x=l1l = y=-l 
x=-] > y=1 


CSy=1(1; - 1), © 1; D} 


Luego CS=CS, U CSh 


NN N sd RAE- R PATEN, AS OS 
O as PA 
Problema N.” 1 
Dado el sistema en variables x e y 
ax+by=17 
3x +2ay =15 


cuyo conjunto solución tiene la forma CS=((1; 3)), 
calcule el valor de ab. 


Resolución 
Al reemplazar la solución (1; 3) en el sistema, se 
obtiene un nuevo sistema en variables a y b. 


a+3b=17 D 
3+6a=15 ai) 
De (ID, a=2 


En (1) tenemos 
2+3b=17 => 3b=15 > b=5 
ab=10 


Problema N.° 2 
Halle el valor de a para que el sistema 
x+2y=18 
3x — ay = 54 


sea posible e indeterminado. 


Resolución 


Para que el sistema sea indeterminado (infinitas 


soluciones) se debe cumplir lo siguiente: 


1. 2.18 D- 
Eo DE > -a=6 > a=-6 
Problema N.° 3 


Determine el valor de a para que x valga el triple 
de y en el sistema 4 


3x+2y=a+2 
{2x -3y =2a -2 
324 


Resolución 
Por dato, x es el triple de y, es decir x=3y 


Lo reemplazamos en el sistema 


3(3y)+2y =a+2 lly =a+2 
2(3y)-3y=2a-2 > [3y=2a-2 


De la 1.? ecuación De la 2.? ecuación ` 


_a+2 _2a-2 

ET 3 
Luego 

nl. > 3a+6=22a-22 


Problema N.° 4 
Si x e y son números reales positivos y se tiene 
que 
y +2/y =18 
9x — 4y =108 
halle el valor de x+y. 


Resolución 
Se tiene el sistema 
3Vx +2/y =18 (1) 
9x— 4y =108 (ID 


La ecuación (IN se puede expresar como 


(34x)" (2/7) =108 
(3Vx +2/y)(3Vx -2,/y)=108 


A XA A 
1 


> 3Vx-2/y=8 . (UD 


Sumamos las ecuaciones (1) y (I) 
6/x=24 => J/x=4 > x=16 


Capítulo XXVII: Sisterná de ecuaciones. 


Reemplazamos en (II) Resolución 
9(16)-4y=108 > 36=4y > y=9 Se tiene el sistema 


x+y=25 | E 13 D 
ye ato ob 

Problema N.° 5 x? +y’ =5 UD 

. Determine la suma de todos los valores reales ERE 
de a de modo que el sistema ly] s |x | 
A7 De (1) obtenemos 6x*-13x?y?+6y*=0 
2x + 3y = ax 
Factorizamos por aspa simple 
tenga infinitas soluciones. pe a p 
(3x? -2y? (2x? - 3y?)= 

Resolución ) 

El sistema se puede expresar como > 3x?-2y?=0 v 2x? -3y =0 
6x-la+Dy=0 3x?=2y2? v 2e? =3y? 
(2-a)x+3y=0 

Vi i y e = 2 y x — 3 

emos que es un sistema homogéneo, ‘yaa ya 

Este tipo de sistemas tiene infinitas soluciones 

si se cumple la relación En (11) puede ocurrir uno de los dos casos 
6 _la+1) (x =2 A y? =3) v (x? =3 A y? =2) 
-a 3 

Como] y| <| x |, entonces solo es posible 

Luego 


x =3 a y?=2 
> x=4/3 A y =1y42 


18=-(a+1)(2-a) > l8=a*-a-2 
0=a?-a-20 > (a+5Ma-4)=0 


> 01=-5; a,=4 pero como x <0 < y, se tienen los valores 

a1+0)=-1 x=-43 A y = 42 

S= /2y +43x=-1 
Problema N.° 6 
A partir del sistema i Problema N.° 7 
2 y : Halle el conjunto solución del sistema. 
LLL ys, xe0<y y |yl<]xl, 
y x=” 6 A 
halle el valor de $ = V2y + /3x. xX +y =l 
-325 


SO A AAA 
Lumbreras Editores E 
` qe ape ear 


7 ES E ESA LA 3 


Resolución Como el sistema es incompatible, entonces la 
A ERA AS Ri enrnuarcián cuadrática na debe tener soluciones 


DE la Prutiera ELuUlac ol 
x2-2x+1=y > y=(x- 1? 


Luego tenemos el sistema 


(x-)° =y 
xX +y =l 


Graficamos cada ecuación en un solo plano 


Se observa que los puntos de corte son (0; 1) y 
(1; 0), y estas son las soluciones del sistema no 


lineal, 


Problema N.° 8 
Dado el sistema no lineal de incógnitas x e y 


| qt 


x+y=1 
determine los valores de k para que el sistema 
sea incompatible. 
Resolución 
De la segunda ecuación despejamos la variable y 
y=1-x 
Lo reemplazamos en la primera ecuación 


kx? +(l- x} =2 


lod +1-2x+x?=2 


(k+Dx?-2x-1=0 


Problema.N.*” 10 
Dado el sistema lineal 


rr 


SAI RARAS. ok SA o a A TA 


reales; es decir, A < 0. 
` Luego (-2)? -4(R+1D(-D<0 
> 4+4(R+D<0 > 4k+D<-—4 
k+1<-1 > k<-—2 


k € (00; -2) 


Problema N.° 9 


Calcule el valor de p de manera que al resolver 
el sistema en x e y 


(3p+1)x+(3p-1) y =2 
1(p+6)x+(p+3)y=11 
se cumpla que x+y=1. 


Resolución 

Se tiene el sistema 
(3p+1)x +(3p-1)y =2 (0 
(p+6)x+(p+3)y=11 (ID 


M:  (3p+1x+(3p-1)y =2 
l {-) 
3x): (3p+18)x+(3p+9)y = 33 
i 17x +10y=31 
: IKG) 
—10x —10y = -10 
7x=21 


También 


> x=3 


Como x+y=1, entonces y=-2 


Reemplazamos los valores de x e y en la ecua- 


ción (ID 
-= 3p+18-2p-6=11 
> p+12=11 

p=-1 


De (III): 12x+10z=2-13y 


9 
Como y = 2 entonces 


x+y+Z=1 


9 77 
10x-—10y+10z=1 12x+102=2-13[2)--E (8) 
12x+13y+10z =2 De (0) y (B) . 
indique el valor de z. 12x +107=--— 
| (+) 
Resolución 120x127 = 1% 
: r 20 
Se tiene el sistema m 
209 = 209 
-2z =-— > Z=— 
xe+y+z=1 (1) 20 40 
10x-10y+10z =1 (1D da 
12x+13y+107=2 an Aplicamos la regla de Cramer. Para ello calcula- 
l mos los siguientes determinantes: 
De (): x+y+z=l tii y 
E) 
e A,=|0 -10 10 
De (ID): x pr À 12 13 10 x 
2y= 2 y ya z =-100+120+130-(-120)-100-130=40 


i pi 
+ A,=|10 -10 1 
20 12 13 


A¿=-20+12+130-(-120)-20-13=209 


9 
En (D:x+—+z=1 += 
(D: t => x 


Lo multiplicamos por (-12) 


132 A, 209 
Es a > zZTZ= Ez ——— 
12x-12z = 0 (a) A,” 40 
32 
AE I al Ett E aD gii E vs oo RS e ri q SENS z t: 
La ad ACENG n poz: es esas LA RE. HE Pots E aT 
NIVEL BÁSICO A) 47 B) 37 O n 
1.  Si(xp;yp) es la solución del sistema D4 ` E) 74 
36x -30y = 1 
24x + 45y =5 6. Determine la sura de todos los valores rea- 
cicus avar de Xoo: les de a de modo que el sistema 


AAA 


A) 5/2 B) 5/4 C) -5/4 
D) 5/3 E) 4/5 


2.  Siel conjunto solución del sistema de incóg- 
nitas x e y 
ax +(b-1)y=5 
al 17 


es ((1; 3)), halle el valor de a?-b. 


A) 1 ' B) 4 


© 3 
D) 2 E) 5 


3. Resuelva el sistema 
2x +3y=7b-4a 
a =7a+4b 
y luego dé como respuesta el valor de y. 


A) a+2b B) b-2u C) a+b 
D) a-b E) 2a-b 


4. Si el par (1; a) es solución del sistema 
3x-y=k 
la +y=k-2 
halle el valor de a. 


A) 2 B) 5 O -2 
D -5 : E) 1 
5. Dado el sistema de ecuaciones 
3x-2y =m 
x+9y=m 


- determine el valor de m de modo que y sea 
menor que x en siete unidades. 


fi ' : l E RE A AAN z Capítulo XXVII: Sistema de ecuaciones 
10. Halle el valor de km si se sabe que el sis- A) k=3 

tema B) k=3 v k=7 

Rx +6y =2+5x Es a pa” 

= v — 

3x+my=3-4y D kei Ésa 

de incógnitas x e y tiene al menos dos solu- 

ciones. 


15. Six e y son números reales negativos, halle 


OU A ba A 
l2x +3y = ax 
tenga infinitas soluciones. 


A) 1 B) -1 C) 0 
D) 2 E) -2 


Determine el valor de f para que el sistema 
(1+Dx+y=3 
2x+(1-Dy=1 

sea inconsistente. | 


A) żl B) +42 C) v5 
D) +43 E) +2 


Dado el sistema 
x—2y+3z=6 
-2x+y-22=-6 
3Ix+3y+z=12 


calcule el valor de (x+y+2z). 


A) 144 B) 49 C) 64 
D) 36 l E) 25 


¿Qué valores reales debe tomar n para que 
el sistema 
(n—-DVx+(n-2)y=n+1: 
ral Dx+(n+2)y =4 
sea compatible determinado? 


A) neR-{0} B) neR-(4) 


C) neR-{-4; 0) 


D) neR-{i} E neR-{0; 4} 


VAT A A a a SN a L 


A) 21 
D) 42 


B) 20 c) 35 


E) 28 


11. Halle el valor de k si el sistema 
(R-3)x+4y=R+6 
6x+(R+2)y=R+7 

es incompatible. 


B) 7 O 8 


E) 10 


A) 6 
D) 9 


12. Sea la terna (a; b; c) solución del sistema 
7x+4y-4z=7 
Ty+5z=12 


1ly+8z =19 16. 


Halle a+b+c. 


O 1 
E) -3 


A) 3 
D) -1 


B) 2 


13. Determine la condición del parámetro real k 
para que el sistema 
(R+Dx+4y =3 
K +(k+Dy =4 
tenga solución única. 


A) R-1-3) B) R-4-1; 3) 
©) R-4-1; -3) 
D) R-{1; 3} E) R-{1; -3} 


14. Halle los valores de k para que el siguiente 
sistema tenga infinitas soluciones. 
(k+l)x+(k+3)y=k+12 
(k+17)x+30y=k+72 
EE. A A 
Lumbreras Editores | : 
AN (E S 


18. Si el sistema 
la -D)x+ky=4 
(R+Dx+(R+3)y =8 
es compatible indeterminado, halle el valor 


de k. 
A 2 B) 3 O 4 
D 5 E) 1 


19. Para que el sistema 


E) [laeZ / -13<as-—2)] 


17. 


105S VAIOTES CINEIOS UC 4 pata QUE El ISE ma 
de ecuaciones 
6x+(a+3)y =-2 
f a+4)x+ay=3 
tenga solución única. 


A) [faeZ / -13<a<-2) 
B) {aeZ / -12<as-1) 
O laeZ / -12<a<0) 
D) laeZ / -13<as-3) * 


NIVEL INTERMEDIO 


Si (xo; Yo) es la solución del sistema 


halle el valor de xp+yp. 


C) -8 
E) 9 


A) 2 
D) 8: 


B) 0 


Determine los valores del parámetro n para 
que el sistema 


5x=7- ny 
A pyas 
gane 


tenga solución única. 


A) ne{-5; 5) B) neR-(5) 
O neR-£-5; 5) 
D) neR-4-3,3) E) neR-(-1 1) 
y N 


23. Determine el mayor valor de k para que el 


sistema 


[a- desesperes 
8x + (R+8)y =30 


sea incompatible. 
A) 2 B) 4 O 8 
D) 5 E) 6 


(p?+4)x+gy=q 
(4-q)x+y=1 
sea indeterminado, halle p+g. 


A) 2 B) 1 C) -2 
D) -3 E) -1 


20. ¿Para qué valores del parámetro k el sistema 


(2+Dx+(R+3)y =k+12 
(R+17)x + 30y =k +72 
admite infinitas soluciones? 
A) 2 B) -3 Cc) -2 
D 3 E) 5 


21. ¿Para qué valores de n el sistema 
(4n +5)x +(3n +10)y =-] 
(G5n-Dx+(7n-1Dy =2 


es inconsistente? 
A) 1 B) 2 O 3 
D 4 E) 5 


22. Determine los valores del parámetro p de tal 
modo que el sistema 


(p+2x+(p+Dy=1 
6x +(p+3)y=2 
no tenga solución. 
B) -2 c) 0 


27. Resuelva en R 
x° -4y+7=0 
y*-2x-2=0 


A 10;-2) 
B) 1(1; 2 
O (ED) 
D) 161;-2) 
E) {(2; 2) 
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£4. En el sistema 
nx+y+z=1 
x+y+nz=n 


x+ny+z=n" 


halo E 
n+1 


A) n+l B) n-1 O n 
D) 2n+1 E) 1-n 


25. Al resolver el sistema 
COS ALX — senay = COSA + Sena 
sena x +05 0. y = COSA - sena 


se obtiene una solución (Xp; Yo). Halle 


xè + ye. 
A) 0 B2 O 3 


D 5 E) 10 


26. Resuelva 
3x? -4y?=11 
es y =13 


A) 16; 2, 6; -2) 

B) (63; 2), E3; -2)) 

© 14; D, (5-2), El; 2), EL; -2) 
D) 163; 2, (8; -2), 3; 2), E3; -2)) - 
E) (63; D, (3; - D, E3; 1), E3; -D) 


s, 
Ay 
Sy 


M E a 
TEA 


H sd x INTA TA ERRI EA a AO e? aldo de Uk 
RES A IN SUS ON N A A e o EA 


31. Del sistema 
yx+y+x=5 
xz+x+z=14 


zy+2z+y=9 
indique el valor de z*+x+y. 
A) 67 B) 66 C) 68 
D) 65 . E) 77 


32. Resuelva 


[x+y 2 =14 


28. Del sistema 


xy(x + y)=13 

+ y? = 25 
calcule 5(x+y+2**?), 
A) 25 B) 50 C) 75 
D) 100 E) 125 


29, Resuelva 


6(x + y) = 5xy 
Ay +2) =4yz 
2(2+x)=3zx 


A) {(-2; 3; D) 
B) {(2; 3; -1)} 
O {(2; 3; D} 
D) {(1; 3; 2} 
E) {(3; 2; 1)} 


30. Resuelva 


x+y +z? ml 
x+y? +z =12 
x+z=2 


y luego dé el número de soluciones, 


A) 1 B 2 03 
D) 4 E) 5 
a E ANRE SM 


Programación lineal 


n 


x+y+z=6 

y luego dé como respuesta yz. 
A) 33 B) 36 C) 45 
D) 42 ə E) 38 


Indique el número de soluciones del sistema 
E -xy -y +1=0 


Ay xy +x-y+2=0 


B) 1 


¿Cuántas ternas de números reales (x; y; z) 
verifican el sistema 


xy yr zt, 
2 Hy 2 Ls 2 Jar 
A) 1 B) 2 id 
D) 4 qe 
Halle el valor de z en 
x+y +z 
2,5 
2xy = -gie 
xy =2Z +3 
six; y;zE R. 
A) 1/2 B) -3/2 "E 
D) -1/2 Dai 
391. 
zNa 5 A Şi : 
SARA Pa rra 


Capítulo XXVII | 


La programación lineal bidimensional trata de 
optimizar, es decir, de maximizar o minimizar 
una función lineal con dos variables sujeta a 
unas restricciones que están dadas por inecua- 
ciones lineales. 


El criterio de la optimización es, por lo general, 
un objetivo económico, como minimizar el cos- 
to, maximizar el beneficio, etc., por ello recibe 
el nombre de función económica o función ob- 
jetiva. 


Ejemplo 
Dado el recinto definido por el siguiente sistema 
de inecuaciones: 


x+y<7 
2x+y<10 
x20; y>0 


maximice en dicho recinto el valor de la función 


fix; y) =30x +20y. 


Primera inecuación 
x+y<?7 
i. Ecuación de la frontera x+y=7 
ii. Representación gráfica de la frontera 


iii. Conjunto solución de la inecuación 
x+y < 7 que equivalente a y € 7-x 


Para ubicar el lugar de la región, es sufi- 


rianta tamar un mintan da nrnaha na varifi- 


1. Elementos que intervienen en la 
programación lineal 


1.1. REGIÓN FACTIBLE 


La región factible de una función objetivo es un 
polígono convexo finito o infinito en el que toma 
valores la función objetivo; es decir, son todos 


` los puntos del plano que verifican todas las res- 


tricciones del enunciado del problema. 


Ejemplo 
Continuando con el ejemplo anterior, para ob- 
tener la región factible debemos hallar la región 
que representa el conjunto solución del sisterna 
de inecuaciones 
x+y<?7 
2x+y <10 
x20; y20 


Para ello, representemos gráficamente el con- 
junto solución de cada inecuación y al final in- 
tersecamos todas las regiones para obtener el 
conjunto solución del sistema. 
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Tercera inecuación 
x>20 


Cuarta inecuación 
y20 


¡A OS e ii 


+ ~es noo 


que la inecuación original. 

Tomando el punto (0; 0), vemos que veri- 
fica la inecuación x + y <7. Por lo tanto, la 
región es todo lo que está debajo de la fron- 
tera incluyendo la frontera (recta) por ser <. 


HALA > leo A el e so o a rs Cl 


+ — Segunda inecuación 
2x+y < 10 
De manera similar a la parte (i), se obtiene 


>cannea py vamocanner 


A S fr AEA Sr. 
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punto extremo 


punto frontera 


punto interior 


1.1.1. Conjunto convexo 


Se dice que C es un conjunto convexo si iss seg- 
mento rectilíneo que une dos puntos cualesquie- 
ra de C está también contenido en C. 


Fiornnine 


Al intersecar las cuatro regiones, se obtiene la 
región factible 


y OBSERVACIÓN 
Un fallida ielilicioncidn aipin, vie. s) 


p PE dado. por desiguales dpi ipo 
ax+by se Ee RAAE . 
baca ERES EA | 


DE + biy Sén =i | 
y la. “solución, existe, es E convexa | 
j 


1.2. FUNCIÓN OBJETIVO 


La función objetivo en un problema de progra- 
mación lineal es la función lineal en dos varia- 
bles que se desea optimizar. Se representa de la 
siguiente manera: 


Ejemplo 
Continuando con el ejemplo anterior, se tiene ` 
que la función objetivo es 


fix; y) =30x + 20y 


1.3. RECTAS DE NIVEL 


Las rectas de nivel son una familia de rectas 
paralelas a sí mismas que pasan por los puntos 


LN EOT de la región factible, y se generan a partir de la ` 


función objetivo; es decir 


Ejemplo 

Continuando con la función objetivo y la región 
factible del problema anterior, las rectas de ni- i 
vel están dadas por las ecuaciones 


30x+20y=k; ke R 


Si k=0 (valor recomendable para obtener una 
recta que pasa por el origen, ya que es más fácil 
de graficarla), se obtiene 


P¡:30x +20y =0 
Es decir 
1.1.2, Polígono convexo ea 
Un polígono se dice convexo si todos sus ángu- es una de las rectas de nivel que pasa por el 
los interiores miden menos de 1800, origen, 


Y 
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Todas las rectas paralelas a 2, (rectas puntea- punto es se 
z : , origina el mínimo 
das) y que pasen por la región factible son rectas i > \ punto donde se 
- origina el máximo 


de nivel. Se obtienen dando valores a k. 


3.2. ANALÍTICAMENTE (O MÉTODO DE LOS 


VÉRTICES) 
A Para hallar la solución óptima, se prueba en la 
rectas de nivel Rij: EA h 
función objetivo cada uno de los vértices de la 
1.4. SOLUCIÓN ÓPTIMA región factible. 
i i j los puntos a 
La solución óptima es el conjunto de los p nen aii 


de la región factible, donde la función objetivo 
alcanza el valor óptimo; es decir, el máximo o 


. Mes DD OTT 


+ Se grafica la región factible. 


A Er A OO RI, EAT PIDA O A A IA 


el murmura. * 


2. Teorema fundamental de la 
optimización 

Si en un problema de programación lineal la so- 
lución óptima es única, entonces es uno de los 
vértices (o esquina) de la región factible. 


Si existen varias soluciones, son todos los pun- 
tos que están sobre uno de los lados; es decir, 
existe una infinidad de soluciones al problema. 


3. Métodos de solución 


3.1. GRÁFICAMENTE (O MÉTODO DE LAS 
RECTAS DE NIVEL) 


2 JE llatlialt las COOTUEadas UC DUDOS 103 VOI 
tices (o esquinas) de la región factible. 

» Se evalúa la función objetivo en cada vérti- 
ce (esquina). 

* Se halla el vértice que proporcione el máxi- 
mo (o mínimo) de la función objetivo. 


Si solo existe un vértice con esta propiedad, en- 
tonces hay una única solución a! problema. 


Si la función objetivo se maximiza (minimiza) 
en dos vértices (esquinas) adyacentes de la re- 
gión factible, entonces existe una infinidad de 
soluciones Óptimas dadas por los puntos del 
segmento de recta determinado por estos dos 


í Ha Aah ; vértices. 
Si la solución óptima es un máximo, esta co- 


rresponde al punto o puntos en los que la recta 
de nivel esté lo más alta posible. Si la solución 
es un mínimo, corresponde al punto o puntos 
en los que la recta de nivel esté lo más abajo 


Ejemplo 


Continuando con el mismo ejemplo. 


Ya se tiene la región factible y las coordenadas 
de los vértices como se muestra en la gráfica. 


posible. 
m0 

389. 
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2x+y=10 Procedimiento de resolución de problemas 


de programación lineal contextualizados 


Para resolver un problema de programación li- 
neal contextualizado, se sigue el siguiente pro- 


cedimiento: 
» Se elabora una tabla con los datos del pro- 
blema. 


» Se representa la región factible. 


» Se calculan los valores de la función objeti- 
si 2. vo en los vértices de la región factible. 
Evaluamos la función objetivo + Se halla la solución óptima. 

fix; y) =30x +20y 

Ejemplo 

Una fábrica requiere producir bicicletas de pa- 
seo y de montaña. La fábrica dispone de 80 kg 
de acero y 120 kg de aluminio. Para construir ` 
una bicicleta de paseo se necesita 1 kg de acero 

y 3 kg de aluminio, y para construir una bicicleta 
de montaña se necesitan 2 kg de acero y otros 

2 kg de aluminio. Si vende las bicicletas de pa- 
seo a S/,200 y las de montaña a S/.150, ¿cuántas 
bicicletas de cada tipo debe producir para que 


en los vértices de la región factible 
e ko) = fo; 0) = 30(0) + 20(0) =0 
* ka) = ks: o) =3065)+20(0)=150 


* ke) = ks; a =3003)+20(4) = 170 
máximo 


* ko = ko: n =3000) + 20(7) =140 


o PARES TS A PROA CAN O IA PEA APO A OR RA, ATADOS, CAM O ~ 


DƏ UCC, 1d SULUCIÓN OPDUIHIA ES OW; 4) Y S maxi- 

mo valor de la función es 170. | 
' Si utilizamos el método gráfico, obtenemos los Resolución 

'mismos resultados. Ubicamos los datos en la alada tabla: 


el beneficio sea máximo? 


de donde la función objetivo es 
fix; y) = 200x +150y 


recta de nivel Ps, 


más alejado 
y el conjunto de restricciones está dado por 
Gráficamente vemos que la solución óptima es x+2y <80 
el punto B(3; 4), y que al reemplazar en la fun- 3x* 2y<120 
ción objetivo se obtiene su valor máximo (170). x20; y20 


j aaron Progr 


$ ” pe Es 
DA A ure ść Pe 


Es decir se tiene el siguiente problema de pro- 4. Problemas con infinitas soluciones 


gramación lineal ` Un problema de programación lineal tiene infi- 
MáXf (y, y, =200x+150y nitas soluciones si tiene la solución Óptima en 
x+2y <80 dos vértices consęcutivos de la región factible. 
; En este caso, todos los puntos del lado que une 
sujeto a < 3x +2y < 120 - : Ñ 
ambos vértices son soluciones óptimas. 
x20; y20 i 
: , Ejemplo 
Graficamos la región factible . Maximice la función f. y > 30x + 60y 
x+y<8 
sujeto a 4 x+2y <10 
x20;y>0 
Resolución 


Graficamos la región factible 


Evaluamos la función objetivo 
Fix; y =200x+150y 


en los vértices de la región factible 


. OS > : A A 


xXx  — AY) 


= 200(0)+150(0)=0. 


* ka= haoo) 
=200(40)+150(0) = 800 


* ka =420,30) 
= 200(20) +150(30) = 850 (máximo) 


Lc) = Lo; 40) 
= 200(0) + 150(40) = 600 


Es decir, la solución óptima es el punto B(20; 30) 
y el máximo valor de la función es 850. 

Por lo tanto, la fábrica debe producir 20 bicicle- 
tas de paseo y 30 bicicletas de montaña para 
que el beneficio sea máximo. 


Evaluamos la función objetivo 
fex: y) = 30x + 60y 
en los vértices de la región factible 
e ko) = fig, 9) = 30(0)+60(0)=0 
. f ay = higo) = 3008) + 60(0) = 240 


* kay = ke;2) = 3006) +60(2) = 300 
máximo 


*  fe) = fo;s) = 3000)+60(5)= 300 

máximo 
Vemos que la solución se alcanza en los vérti- 
ces B(6; 2) y C(0; 5); por lo tanto, también se al- 
canza en todos los puntos del lado que une los 
puntos B(6; 2) y C(0; 5); es decir, tiene infinitas 
soluciones. 


>ocuanmea py LCamocanner 
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CA E 
5. Problemas sin solución Ejemplo 


Halle el máximo valor de la función 


Un problema de programación lineal puede que ; 
fex: y) =10x + 20y À 


no tenga solución debido a dos razones: 
a. Cuando la región factible es vacío. xSy 
b. Cuando la región factible no esté acotada y no A t | 


> 
se alcance nunca en ella la solución óptima. po 
Resolución | 
Ejemplo Graficamos la región factible ; 


Halle el mínimo valor de la función 
fx; y) =17xX+35y 


x+y27 
sujeto a <2x+3y<12 
x20; y20 


Resolución 
Graficamos la región factible 


Se observa que la región factible no está acota- 
da y, por lo tanto, ningún punto de ella alcanza- 
rá el valor máximo. 


wA NSN 


Se observa que la región factible es vacío (no 
hay intersección); es decir, no hay ningún punto 


en el plano que verifique las restricciones del $ A NY 
enunciado del problema. ' 


a y . 
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Problema N.” 1 Problema N.” 2 
Al resolver el sistema en Z Determine el sistema de inecuaciones lineales 
2x -5y > 30 que represente la siguiente región sombreada 
x+3y <-22 admisible de un programa lineal. 
y>-8 


se obtiene como conjunto solución CS = [(a; b)). 


Determine el valor de a+b. 


Resolución 
Se tiene el sistema 
2x -5y> 30 '0) 
x+3y<-—22 (1 
y>-8 (1D 
. N- , Resolución 
Realizamos las siguientes operaciones para Vemos que la región admisible está acotada por 
acotar una de las variables i A 
; X 
De (IDx -2: -2x-6y > 44 (IV) » Los ejes coordenados l $ 
De (D+(1V): -ily >74 . + Tres rectas, cuyas ecuaciones son 
y=5 
74 
y<— x=6 
—1] 
x+y=2 
y<-67 (V) como se muestra en la figura 
De (ll!) y (V) 


-8 < y < -6,7 


